
�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1I. �®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±« .x1. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨ ±¢®©±²¢  ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¬¯«¥ª±»¬¨ ·¨±« ¬¨  §»¢ ¾²±¿ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨¤ a + bi; (1)£¤¥ a;b ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ·¨±« ,   ±¨¬¢®« i ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢®¬ i2 = �1 ¨  §»¢ -¥²±¿ ¬¨¬®© ¥¤¨¨¶¥©.�¨² ²¥«¾, ª®²®°»© ¤® ±¨µ ¯®° ¥ ¢±²°¥· «±¿ ± ½²¨¬ ¯®¿²¨¥¬, ±° §³ ±®®¡¹ ¥¬:«¾¡®¥ ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² ª®°¨! �¥¸¨¬,  ¯°¨¬¥°, ³° ¢¥¨¥ x2+x+1 = 0.x1;2 = �1�p1� 42 = �1�p3 � i2 :�¢  ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±«  z1 = a1 + b1i ¨ z2 = a2 + b2i ±·¨² ¾²±¿ ° ¢»¬¨ ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  a1 = a2 ¨ b1 = b2.�°¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¯® ®¡»·»¬¯° ¢¨« ¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¢»° ¦¥¨©:z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i;z1 � z2 = (a1a2 � b1b2) + (b1a2 + a1b2)i;z1z2 = a1 + b1ia2 + b2i = (a1 + b1i)(a2 � b2i)(a2 + b2i)(a2 � b2i) == (a1a2 + b1b2) + (b1a2 � a1b2)ia22 + b22 :�»° ¦¥¨¥ (1)  §»¢ ¥²±¿  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ´®°¬®© § ¯¨±¨ ª®¬¯«¥ª±®£® ·¨±« ,   ¢¥-¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  a ¨ b  §»¢ ¾²c¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¥£® ¤¥©±²¢¨²¥«¼®© ¨ ¬¨¬®©· ±²¼¾.�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  a+bi ¨ a�bi  §»¢ ¾²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬¨. �«¿ ¤ ®£® ª®¬¯«¥ª±-®£® ·¨±«  z ±®¯°¿¦¥®¥ ·¨±«® ®¡»·® ®¡®§ · ¥²±¿ z. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ ·¨±¥«z1 = a1 + b1i; z2 = a2 + b2i ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ±«¥¤³¾¹¨µ ° ¢¥±²¢: z1 � z2 = z1 � z2,z1 � z2 = z1 � z2, z1 : z2 = z1 : z2.6 -aA(a,b)r' BO �®¤®¡® ²®¬³, ª ª ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ·¨±«  ¨§®¡° ¦ -¾²±¿ ²®·ª ¬¨ ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©, ª®¬¯«¥ª±®¬³ ·¨±«³z = a + bi ¬®¦® ±®¯®±² ¢¨²¼ ²®·ª³ A ¯«®±ª®±²¨,  ª®²®°®© ¢¢¥¤¥  ¤¥ª °²®¢  ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ². a -¯¥°¢ ¿ ª®®°¤¨ ²  ²®·ª¨, b - ¢²®° ¿. � ²°¥³£®«¼¨ª¥OAB  µ®¤¨¬ a = r cos', b = r sin'¨ ¯®«³· ¥¬ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ´®°¬³ § ¯¨±¨ ·¨±«  z = r(cos'+ i sin').
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2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.�¥«¨·¨  r = pa2 + b2  §»¢ ¥²±¿ ¬®¤³«¥¬ ,   ¢¥«¨·¨  ' -  °£³¬¥²®¬. �®¤³«¼¨  °£³¬¥² ·¨±«  z ®¡®§ · ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® jzj ¨ arg z .�±¯®«¼§³¿ ¨§¢¥±²»¥ ¨§ ¸ª®«¼®£® ª³°±  ´®°¬³«» ¤«¿ ±¨³±  ¨ ª®±¨³±  ±³¬¬»¤¢³µ ³£«®¢, «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ° ¢¥±²¢r1(cos'1 + i sin'1) � r2(cos'2 + i sin'2) = r1r2(cos('1 + '2) + i sin('1 + '2))r1(cos'1 + i sin'1)r2(cos'2 + i sin'2) = r1r2 (cos('1 � '2) + i sin('1 � '2)):�§ ´®°¬³«» ¤«¿ ³¬®¦¥¨¿ ¬¥²®¤®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¨¤³ª¶¨¨ ¢»¢®¤¨²±¿ ´®°¬³« �³ ¢°  ¢®§¢¥¤¥¨¿ ¢ ¶¥«³¾ ±²¥¯¥¼:r(cos'+ i sin')n = r(cos n'+ i sin n'):�±«¨ n  ²³° «¼®¥ ·¨±«®, ²® ª®°¥¬ ±²¥¯¥¨ n ¨§ ª®¬¯«¥ª±®£® ·¨±«  u  §»¢ ¥²±¿«¾¡®¥ ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³° ¢¥¨¾ xn = u: �¥©· ± ¯®«³·¨¬´®°¬³«³ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¢±¥µ ª®°¥© ±²¥¯¥¨ n ¨§ § ¤ ®£® ·¨±«  u = r(cos'+sin').�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® x = �(cos + sin ). �®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ �³ ¢° , ¯®«³· ¥¬° ¢¥±²¢® x = �n(cos n + sin n ) = r(cos'+ sin') ¨, ¤ «¥¥, � = npr; n = '+ 2�k; k -¶¥«®¥. �² ª, nqr(cos'+ i sin') = npr(cos '+ 2�kn + i sin '+ 2�kn ):� ª ª ª ¯¥°¨®¤ ±¨³±  ¨ ª®±¨³±  ° ¢¥ 2�, ²® ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ § ·¥¨¿ ª®°¿ ¬®¦®¯®«³·¨²¼ ¯°¨ k = 0; 1; ::;n� 1: II. �®£®·«¥».x1. �¯¥° ¶¨¨  ¤ ¬®£®·«¥ ¬¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �»° ¦¥¨¥ f(x) = a0xn + a1xn�1 + :::+ an  §»¢ ¥²±¿ ¬®£®·«¥®¬ ®²x c ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ a0; a1; :::; an:�±«¨ a0 6= 0, ²® n  §»¢ ¥²±¿ ±²¥¯¥¼¾ ¬®£®·«¥ , a0xn  §»¢ ¥²±¿ ±² °¸¨¬·«¥®¬. �¨±«® an  §»¢ ¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬ ·«¥®¬. �²¥¯¥¼ ®¡®§ · ¥²±¿ deg f(x): �¥-§³«¼² ²» ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¬®£®·«¥®¢  µ®¤¿²±¿ ¯® ®¡»·»¬ ¯° ¢¨« ¬ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¢»° ¦¥¨©. � ¤¥«¥¨¥¬ ¬®£®·«¥    ¬®£®·«¥  ¤¥«®®¡±²®¨² ¥¬®£® ±«®¦¥¥. �®¢®°¿², ·²® ¬®£®·«¥ f(x) ¤¥«¨²±¿   ¬®£®·«¥ d(x), ¥±-«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¬®£®·«¥ g(x) ² ª®©, ·²® f(x) = d(x)g(x). �®£®·«¥ d(x)  §»¢ ¥²±¿¤¥«¨²¥«¥¬ f(x). � ¯°¨¬¥°, ¬®£®·«¥ x+1 ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬ ¬®£®·«¥  x3+1, ² ªª ª x3+1 = (x+1)(x2�x+1), ® ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬ ¬®£®·«¥  x2+1. � ¯®±«¥¤¥¬±«³· ¥, ®¤ ª®, ¢®§¬®¦® ¤¥«¥¨¥ ± ®±² ²ª®¬. � ¯°¨¬¥°, x2 + 1 = (x + 1)(x � 1) + 2.�¡®±®¢ ¨¥ ½²®© ®¯¥° ¶¨¨ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �«¿ «¾¡»µ ¬®£®·«¥®¢ f(x); g(x) ±³¹¥±²¢³¾² ¬®£®·«¥»d(x); r(x) ² ª¨¥, ·²® f(x) = d(x)g(x) + r(x), ¯°¨·¥¬ ±²¥¯¥¼ r(x) ¬¥¼¸¥ ±²¥¯¥¨ g(x):



�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3�®£®·«¥ d(x)  §»¢ ¥²±¿ · ±²»¬,   r(x) - ®±² ²ª®¬. �±² ²®ª ®² ¤¥«¥¨¿ f   g®¡®§ · ¥²±¿ res(f; g).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ±²¥¯¥¨ ¬®£®·«¥  f(x),¯®« £ ¿ ´¨ª±¨°®¢ ®© ±²¥¯¥¼ m ¬®£®·«¥  g(x). �±«¨ deg f(x) < m ³²¢¥°¦-¤¥¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®, ² ª ª ª f(x) = 0 � g(x) + f(x). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥¤®ª § ® ¤«¿ ¢±¥µ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ ¬¥¼¸¥© k ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¤«¿ ¬®£®·«¥ f(x) = a0xk + a1xk�1 + ::: + ak ±²¥¯¥¨ k. �³±²¼ g(x) = b0xm + b1xm�1 + ::: + bm:� ±±¬®²°¨¬ ¬®£®·«¥f1(x) = f(x)� (a0=b0)xk�mg(x) == (a1 � a0b1=b0)xk�1 + (a2 � a0b2=b0)xk�2 + ::::� ª ª ª deg f1 < k, ²®, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥f1(x) = d1(x)g(x) + r1(x); deg r1 < deg g:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, f(x) = [(a0=b0)xk�m + d1(x)]g(x) + r1(x) ·.².¤.�°¨¢¥¤¥®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±®¤¥°¦¨² ±¯®±®¡  µ®¦¤¥¨¿ · ±²®£® ¨ ®±² ²ª , ª®²®-°»©  §»¢ ¥²±¿ ¤¥«¥¨¥ ³£®«ª®¬. �°¨¬¥¨¬ ½²®² ±¯®±®¡ ª ¬®£®·«¥ ¬ f(x) = x4+x+1¨ g(x) = x2 + x + 1: (1) x4 +x +1 x2 + x + 1(2) x4+x3+x2 x2 � x - · ±²®¥(3) �x3�x2+x + 1(4) �x3�x2�x(5) 2x + 1 - ®±² ²®ª�®¬¬¥² °¨¨: ¢ ±²°®ª¥ (1) § ¯¨± » ¬®£®·«¥» f(x); g(x);{ ®²®¸¥¨¥ ¨µ ±² °¸¨µ ·«¥®¢, ° ¢®¥ x2, § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±²°®ª¥ (2) ±¯° ¢  ®²¢¥°²¨ª «¼®© ·¥°²», ±«¥¢  ®² ¢¥°²¨ª «¼®© ·¥°²» § ¯¨± ® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ x2   g(x);{ ¢ ±²°®ª¥ (3) § ¯¨±   ° §®±²¼ f1(x) = f(x)� x2g(x);{ ®²®¸¥¨¥ ±² °¸¨µ ·«¥®¢ ¬®£®·«¥®¢ f1(x); g(x), ° ¢®¥ �x, § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢±²°®ª¥ (2) ±¯° ¢  ®² ¢¥°²¨ª «¼®© ·¥°²», ¢ ±²°®ª¥ (4) § ¯¨±  ¬®£®·«¥ �xg(x);{ ¢ ±²°®ª¥ (5) § ¯¨±   ° §®±²¼ f1(x)� (�x)g(x), ±²¥¯¥¼ ½²®£® ¬®£®·«¥  ¬¥¼¸¥±²¥¯¥¨ ¤¥«¨²¥«¿, ¯®½²®¬³ ¯°®¶¥±± ¤¥«¥¨¿ § ª®·¥.�¥«¥¨¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¬®£®·«¥  f(x) = a0xn+ :::+an   ¬®£®·«¥ x� c ±²¥¯¥¨1 ³¤®¡¥¥ ¢»¯®«¿²¼ ¯® ±µ¥¬¥ �®°¥° , ®¯¨± ®© ¤ «¥¥.�³±²¼ d(x) = d0xn�1+::+dn�1 - · ±²®¥,   r ®±² ²®ª ®² ¤¥«¥¨¿. � ±ª°»¢ ¿ ±ª®¡ª¨ ¢° ¢¥±²¢¥ f(x) = d(x)(x�c)+r, ¨ ¯°¨° ¢¨¢ ¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ®¤¨ ª®¢»µ ±²¥¯¥¿µ,¯®«³· ¥¬ a0 = d0; a1 = d1 � cd0; :::; an�1 = dn�1 � cdn�2; an = r� cdn�1.�§ ½²¨µ ° ¢¥±²¢ ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ª®½´´¨¶¨¥²» · ±²®£® ¨ ®±² ²®ª, a °¥§³«¼² ²³¤®¡® ° ±¯®«®¦¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶»a0 a1 :::: an�1 anc d0 = a0 d1 = cd0 + a1 :::: dn�1 = cdn�2 + an�1 r = cdn�1 + an�¥°¢»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¬®£®·«¥®¢ f(x) ¨ d(x) ° ¢»,   ¤ «¥¥ ±«¥¤³¥¬ ¯° ¢¨«³:



4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.®·¥°¥¤®© ½«¥¬¥² ¢²®°®© ±²°®ª¨ ° ¢¥ ±³¬¬¥ ¢¥°µ¥£® ½«¥¬¥²  ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿¯°¥¤»¤³¹¥£® ½«¥¬¥²    ·¨±«® c.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �±² ²®ª ®² ¤¥«¥¨¿ f(x)   x� c ° ¢¥ f(c).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ d(x); r ±®®²¢¥²±²¢¥® · ±²®¥ ¨ ®±² ²®ª ®² ¤¥«¥¨¿. �®-« £ ¿ x = ± ¢ ° ¢¥±²¢¥ f(x) = d(x)(x� c) + r , ¯®«³·¨¬ f(c) = r, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.� ª ª ª ¯®±«¥¤¨© ½«¥¬¥² ¢²®°®© ±²°®ª¨ ² ¡«¨¶» ° ¢¥ f(c), ²® ±µ¥¬³ �®°¥° ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ¡»±²°®£® ¢»·¨±«¥¨¿ § ·¥¨¿ ¬®£®·«¥  ¢ ²®·ª¥.x2. � ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼.�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¨¡®«¼¸¨¬ ®¡¹¨¬ ¤¥«¨²¥«¥¬ ¤¢³µ ¨«¨ ¡®«¥¥ ¬®£®·«¥®¢  §»¢ ¥²±¿²®² ¨§ ¨µ ®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥«¥©, ª®²®°»© ¤¥«¨²±¿   «¾¡®© ¤°³£®© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �«¿ ²®£®, ·²®¡» d(x) ¡»« ®¡¹¨¬ ¤¥«¨²¥«¥¬ f1(x) ¨ f2(x) ¥®¡-µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» d(x) ¡»« ®¡¹¨¬ ¤¥«¨²¥«¥¬ f3 = f1(x) � g(x)f2(x) ¨ f2(x),£¤¥ g(x) «¾¡®© ¬®£®·«¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �±«¨ f1(x) = d(x)h1(x) ¨ f2(x) = d(x)h2(x) ¤«¿¥ª®²®°»µ h1(x);h2(x), ²® f3 = d(x)[h1(x)�g(x)h2(x)]. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, d(x) ¤¥«¨² f3(x)¨ f2(x).�®±² ²®·®±²¼ ¤®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·®.C«¥¤±²¢¨¥ 3.1.HOD(f1(x); f2(x)) = HOD(f2(x); f1(x)� g(x)f2(x)):�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ¬®¦¥±²¢  ®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥«¥© ³ ½²¨µ ¯ ° ¬®£®·«¥®¢ ±®¢-¯ ¤ ¾², ²® ±®¢¯ ¤ ¾² ¨  ¨¡®«¼¸¨¥ ®¡¹¨¥ ¤¥«¨²¥«¨.�«£®°¨²¬ �¢ª«¨¤   µ®¦¤¥¨¿ ��D. � » ¬®£®·«¥» f1; f2 ² ª¨¥, ·²®deg f1 � deg f2 ¨ f1 6= 0.�±«¨ f2 = 0 , ²®£¤  HOD(f1; f2) = f1. �±«¨ f2 6= 0 , ²®£¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¢»·¨±«¿¥¬f3 = res(f1; f2), f4 = res(f2; f3)... ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª    ¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ ¥ ¯®«³·¨¬ ° ¢¥±²¢®fk = res(fk�2; fk�1) = 0. �±¯®«¼§³¿ ±«¥¤±²¢¨¥ 3.1, ¨¬¥¥¬HOD(f1; f2) = HOD(f2; f3) = ::: = HOD(fk�1; fk) = fk�1:x3. �®°¨ ¬®£®·«¥®¢. � §«®¦¥¨¥   ¬®¦¨²¥«¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨±«® c  §»¢ ¥²±¿ ª®°¥¬ ¬®£®·«¥  f(x), ¥±«¨ f(c) = 0.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. (�¥®°¥¬  �¥§³) �¨±«® c ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬ ¬®£®·«¥  f(x) ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  f(x) ¤¥«¨²±¿   x� c.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2.�³±²¼ c ª®°¥¼ f(x). � ¨¡®«¼¸¥¥  ²³° «¼®¥ k, ¯°¨ ª®²®°®¬ f(x) ¤¥«¨²±¿  (x�c)k  §»¢ ¥²±¿ ª° ²®±²¼¾ ª®°¿. �±«¨ k � 2, ²® £®¢®°¿², ·²® f(x) ¨¬¥¥² ª° ²»©ª®°¥¼.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 5. (�±®¢ ¿ ²¥®°¥¬   «£¥¡°») �¾¡®© ¬®£®·«¥ ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ª®°¥¼.



�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5C«¥¤±²¢¨¥ 5.1. �¾¡®© ¬®£®·«¥ ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ° ±ª« ¤»¢ -¥²±¿ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¬¥²®¤®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¨¤³ª¶¨¨.�«¿ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 1 ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢±¥µ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ n�1. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ¬®£®·«¥f(x) ±²¥¯¥¨ n. �³±²¼ x1 ¥£® ª®°¥¼ . �§ ²¥®°¥¬» �¥§³ ±«¥¤³¥², ·²® f(x) = (x �x1)f1(x). � ª ª ª ±²¥¯¥¼ f1(x) ° ¢  n�1, ²®, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ¢®§¬®¦®° §«®¦¥¨¥ f1(x) = (x� x2):::(x� xn): �²±¾¤ f(x) = (x� x1)(x� x2):::(x� xn); (1)·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.�®¡¨° ¿ ¢ ° ¢¥±²¢¥ (1) ®¤¨ ª®¢»¥ ±®¬®¦¨²¥«¨, ¯®«³·¨¬C«¥¤±²¢¨¥ 5.2. �¾¡®© ¬®£®·«¥ f(x) ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¬®¦®¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢ ¢¨¤¥ f(x) = (x� �1)k1(x� �2)k2:::(x� �s)ks; (2)£¤¥ �1; :::; �s - ° §«¨·»¥ ª®°¨ f(x):C«¥¤±²¢¨¥ 5.3. �®£®·«¥ ±²¥¯¥¨ n ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¨¬¥¥², ±³·¥²®¬ ª° ²®±²¨, n ª®¬¯«¥ª±»µ ª®°¥©.�¯°¥¤¥«¥¨¥.�®£®·«¥ c²¥¯¥¨ f(x)  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¢®¤¨¬»¬, ¥±«¨ ® ¨¬¥¥² ¤¥«¨-²¥«¼ d(x) ² ª®©, ·²®1 � deg d(x) � deg f(x)� 1: � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¬®£®·«¥  §»¢ ¥²±¿ ¥¯°¨¢®¤¨¬»¬.�«¿ ¬®£®·«¥  f(x) = a0xn+ :::+ an c ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ¨±¯®«¼§³¿° §«®¦¥¨¥ (1) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥¯°¨¢®¤¨¬»µ ¬®£®·«¥®¢±²¥¯¥¨ 1 ¨ 2 ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¢±¥ ª®°¨ ¢¥¹¥±²¢¥», ²® (1) ³¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª®¬»¬ ° §«®-¦¥¨¥¬. �³±²¼ x1 = � + �i ª®¬¯«¥ª±»© ª®°¥¼. � ª ª ª 0 = f(x1) = f(x1) , ²® x1² ª¦¥ ª®°¥¼ f(x). �°®¨§¢¥¤¥¨¥ (x � x1)(x � x1) = x2 � 2�x + �2 + �2 - ¬®£®·«¥± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨. �¥°¥¬®¦ ¿ ®±² «¼»¥ ±ª®¡ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥¯ ° ¬ ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»µ ª®°¥©, ¯®«³·¨¬ ¨±ª®¬®¥ ° §«®¦¥¨¥.�®²¿ ®±®¢ ¿ ²¥®°¥¬   «£¥¡°» ¨ ³±²  ¢«¨¢ ¥² ´ ª² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ª®°¥© ¤«¿¯°®¨§¢®«¼®£® ¬®£®·«¥ , ®  ¥ ±®¤¥°¦¨² ³ª § ¨©   ²®, ª ª ¨µ ¨±ª ²¼. �²® ¥±«³· ©®, ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¥¢®§¬®¦® ³ª § ²¼ ´®°¬³«» ¯°¨£®¤»¥ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ª®°¥© ¢±¥µ ¬®£®·«¥®¢. �  ¯° ª²¨ª¥ ®¡»·®  µ®¤¿² ¯°¨¡«¨¦¥»¥ § ·¥¨¿ ª®°¥©,¤«¿ ½²®£® ¨¬¥¥²±¿ ¥¬ «® ¬¥²®¤®¢.�ª § ®¥ ¥ ¨±ª«¾· ¥² ¢®§¬®¦®±²¨ ²®·®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ª®°¥© ¬®£®·«¥®¢ ª ª®£®-«¨¡® ±¯¥¶¨ «¼®£® ¢¨¤ . �¤¨ ¨§ ¯°¨¬¥°®¢ ² ª®£® °®¤  ®±®¢    ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦-¤¥¨¨.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 6. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¥±®ª° ²¨¬ ¿ ° ¶¨® «¼ ¿ ¤°®¡¼ pq ¡»« ª®°¥¬ ¬®£®·«¥  f(x) = f0xn + :::+ fn ± ¶¥«»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ¥®¡µ®¤¨¬® ·²®¡»¢»¯®«¿«¨±¼ ³±«®¢¨¿:{ p ¤¥«¨² fn;



6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.{ q ¤¥«¨² f0;{ p�mq ¤¥«¨² f(m) ¤«¿ ¢±¿ª®£® m 2 Z:�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª f(pq) = 0 , ²® qnf(pq) = 0: � ±¯¨¸¥¬ ¯®¤°®¡® ¯®±«¥¤¥¥° ¢¥±²¢®: f0pn + f1pn�1q + :::+ fnqn = 0:�±¥ ±« £ ¥¬»¥ ª°®¬¥ ¯¥°¢®£® ¤¥«¿²±¿   q, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤¥«¨²±¿   q ¨ f0pn: �¤ ª®p ¨ q ¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥«¥©, ¯®½²®¬³ f0 ¤¥«¨²±¿   q: � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿,·²® fn ¤¥«¨²±¿   p:�®¤¥«¨¢ f(x)   x�m ¯®«³·¨¬ ° ¢¥±²¢®f(x) = (x�m)(d0xn�1 + d1xn�2 + :::+ dn�1) + f(m);£¤¥ d0; :::;dn�1 - ¶¥«»¥ ·¨±« . �¬®¦¨¢ ¥£®   qn ¨ ¯®¤±² ¢¨¢ x = pq, ¯®«³·¨¬0 = (p�mq)(d0pn�1 + d1pn�2q + :::+ dn�1qn�1) + qnf(m):�¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¤¥«¨²±¿   p�mq, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤¥«¨²±¿ ¨ ¢²®°®¥. �® qn ¨ p�mq¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥«¥©, ¯®½²®¬³ f(m) ¤¥«¨²±¿   p�mq. �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.� ª ª ª ª®«¨·¥±²¢® ¤¥«¨²¥«¥© ª®¥·®, ²® ª®¥·® ª®«¨·¥±²¢® ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«,¢ ª®²®°»µ ±«¥¤³¥² ¢»·¨±«¨²¼ § ·¥¨¥ ¬®£®·«¥  ± ¶¥«»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¤«¿ ²®£®,·²®¡»  ©²¨ ¥£® ° ¶¨® «¼»¥ ª®°¨ ¨«¨ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ¨µ ®²±³²±²¢¨¨.x4. �²¥°¯®«¿¶¨®»© ¬®£®·«¥.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ´³ª¶¨¨ y(x) ¨§¢¥±²  ²®«¼ª® ² ¡«¨¶ § ·¥¨© ¢ ° §«¨·»µ ²®·ª µ ·¨±«®¢®© ®±¨x x0 x1 ::: xny y0 y1 ::: yn� ¤ ·  ¨²¥°¯®«¿¶¨¨ ±®±²®¨² ¢  µ®¦¤¥¨¨ "¯° ¢¤®¯®¤®¡®£®" ®²¢¥²    ¢®¯°®± ®§ ·¥¨¨ ´³ª¶¨¨ ¯°¨ § ·¥¨¨  °£³¬¥² , ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¬±¿ ¢ ² ¡«¨¶¥.�¤¨ ¨§ ±¯®±®¡®¢ °¥¸¥¨¿ ¨±¯®«¼§³¥² ¨²¥°¯®«¿¶¨®»© ¬®£®·«¥ - ¬®£®·«¥ f(x)±²¥¯¥¨ n ² ª®©, ·²® f(xi) = yi, ¯°¨ i = 0; 1; :::;n:�¥²®¤ �¼¾²® . � ¯¨± ¢ ¨±ª®¬»© ¬®£®·«¥ ¢ ¢¨¤¥f(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1) + :::++ an(x� x0)(x� x1):::(x� xn�1);¨ ¯®¤±² ¢«¿¿ § ·¥¨¿ x ¨§ ² ¡«¨¶», ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®  µ®¤¨¬a0 = y0; a1 = y1 � a0x1 � x0 ; :::;an = yn � a0 � a1(xn � x0)� :::� an�1(xn � x0)(xn � x1):::(xn� xn�2)(xn � x0)(xn � x1):::(xn� xn�1) :



�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7�³¹¥±²¢³¾² ¨ ¤°³£¨¥ ±¯®±®¡»  µ®¦¤¥¨¿ ¨²¥°¯®«¿¶¨®®£® ¬®£®·«¥ , ¯°¨¢®¤¿-¹¨¥ ª ²®¬³ ¦¥ °¥§³«¼² ²³, ¯®±ª®«¼ª³ ¤«¿ § ¤ ®© ² ¡«¨¶» ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ²®·®±²¨®¤¨ ¨²¥°¯®«¿¶¨®»© ¬®£®·«¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¡» ¤«¿ ° §«¨·»µ ¬®£®·«¥-®¢ f(x) ¨ g(x) ¯°¨ ¢±¥µ i 2 f0; ::;ng ¡»«¨ ¢¥°» ° ¢¥±²¢  f(xi) = g(xi), ²® ¬®£®·«¥d(x) = f(x) � g(x), ±²¥¯¥¼ ª®²®°®£® ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² n, ¨¬¥« ¡» n + 1 ª®°¥¼, ® ½²®¥¢®§¬®¦®.� ¿ ¨²¥°¯®«¿¶¨®»© ¬®£®·«¥ f(x) ¤«¿ ´³ª¶¨¨ y(x), ¬®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼,·²® § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¯°¨ x = � ° ¢® f(�):x5. �¨±«® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥© ¬®£®·«¥ .� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¡³¤¥² ¯®ª § ® ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¼ ·¨±«® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥© ¬®-£®·«¥    § ¤ ®¬ ¨²¥°¢ «¥.� · «¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª® ¬®£®·«¥», ¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ª° ²»µ ª®°¥©.� ¡®° ¬®£®·«¥®¢ f0(x); f1(x); :::; fk(x)  §»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© �²³°¬  ¥±«¨ ¢»¯®«¿-¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :1. �®±¥¤¨¥ ¬®£®·«¥» ¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥©;2. �±«¨ � ¢¥¹¥±²¢¥»© ª®°¥¼ fi(x), ¯°¨ i 2 f1; ::; k� 1g, ²® fi�1(�)fi+1(�) < 0;3. �±«¨ � ¢¥¹¥±²¢¥»© ª®°¥¼ f(x), ²® f0(x)f1(x) ¬¥¿¥² § ª ± ¯«¾±    ¬¨³±¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ x ·¥°¥§ �:4. fk(x) ¥ ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥©.�®±²°®¨¬ ±¨±²¥¬³ ¬®£®·«¥®¢ f0(x); f1(x); :::. �®« £ ¥¬ f0(x) = f(x), ¢ ª ·¥±²¢¥f1(x) ¢»¡¨° ¥¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ®² f(x). �±² «¼»¥ ¬®£®·«¥»  µ®¤¿²±¿ ¯® ´®°¬³«¥fi(x) = �res(fi�2(x); fi�1(x)); i � 2:�»·¨±«¥¨¿ § ª ·¨¢ ¾²±¿, ª®£¤  ¯®«³·¨²±¿ ¬®£®·«¥, ¥ ¨¬¥¾¹¨© ¢¥¹¥±²¢¥»µª®°¥©. �®, ·²® ½²® ¯°®¨§®©¤¥², ¤®ª §»¢ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ±±³¦¤¥¨¥.� ª ª ª ±²¥¯¥¨ ¬®£®·«¥®¢ f0(x); f1(x); :::. ³¬¥¼¸ ¾²±¿, ²®   ¥ª®²®°®¬ ¸ £¥¯®«³·¨¬ ³«¥¢®© ®±² ²®ª: res(fk�1(x); fk(x))=0: � ª ¨ ¢ x2, ½²® ®§ · ¥², ·²® fk(x) =���(f0(x); f1(x)): � ª ª ª f(x) ¥ ¨¬¥¥² ª° ²»µ ª®°¥©, ²® ¬®£®·«¥» f0(x) ¨ f1(x)¢§ ¨¬® ¯°®±²», ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, fk(x) ¿¢«¿¥²±¿ ª®±² ²®© ¨ ¥ ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»µª®°¥©.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯®±²°®¥  ±¨±²¥¬  �²³°¬ .1. �§ ° ¢¥±²¢  fs = d(x)fs+1 � fs+2 ±«¥¤³¥², ·²® ®¡¹¨© ª®°¥¼ � ¬®£®·«¥®¢ fs ¨fs+1 ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬ fs+2. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® � ¥±²¼ ª®°¥¼ ¬®£®·«¥®¢fs+3,..., fk , ® fk ¥ ¨¬¥¥² ª®°¥©! � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®±¥¤¨¥ ¬®£®·«¥» ¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µª®°¥©.2. �§ ° ¢¥±²¢  fi�1(x) = d(x)fi(x)� fi+1(x) ¯°¨ x = � ¯®«³· ¥¬ fi�1(�) = �fi+1(�),±«¥¤®¢ ²¥«¼®, fi�1(�)fi+1(�) < 0:3. �±«¨ f(x) ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ª®°¿ ¬¥¿¥² § ª ± ¯«¾±    ¬¨³±, ²® ¯°®¨§¢®¤ ¿¯®«®¦¨²¥«¼ . �±«¨ f(x) ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ª®°¿ ¬¥¿¥² § ª ± ¯«¾±    ¬¨³±, ²® ¯°®-¨§¢®¤ ¿ ®²°¨¶ ²¥«¼ . � ®¡®¨µ ±«³· ¿µ f0(x)f1(x) ¬¥¿¥² § ª ± ¯«¾±    ¬¨³± ¯°¨¯¥°¥µ®¤¥ x ·¥°¥§ �:



8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.�³±²¼ � 2 R; f(�) 6= 0, ¢»·¥°ª¥¬ ³«¨ ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ f0(�); f1(�); :::; fk(�)¨ ®¡®§ ·¨¬ W(�) ·¨±«® ¯¥°¥¬¥ § ª  ¢ ®±² ¢¸¥©±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7. (�¥®°¥¬  �²³°¬ .) �±«¨ f(�) 6= 0; f(�) 6= 0, ²® ·¨±«® ª®°¥©  ¨²¥°¢ «¥ (�; �) ° ¢® W(�) �W(�):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®±«¥¤¨¬ ª ª ¨§¬¥¿¥²±¿ W(x) ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ x ®² � ª �.1. �  «¾¡®¬ ¨²¥°¢ «¥, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¬ ª®°¥© ¬®£®·«¥®¢ ±¨±²¥¬» �²³°¬  W(x)¥ ¬¥¿¥²±¿.2. �  ¨²¥°¢ «¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¬ «¨¸¼ ª®°¥¼ x0 ¬®£®·«¥  fj, ¯°¨ 1 � j � k � 1,¯¥°¥¬¥  § ª  ¯°®¨±µ®¤¨² «¨¸¼ ³ fj. � ³·¥²®¬ ±¢®©±²¢  2 ¯®«³· ¥¬ , ·²® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥·¥°¥§ x0 § ª¨   ´° £¬¥²¥ fj�1; fj; fj+1 ¬®£³² ¬¥¿²¼±¿ «¨¸¼ ®¤¨¬ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ±¯®±®¡®¢:+ +� ! +��; +�� ! ++�; �++ ! ��+; ��+ ! �++� ª ¦¤®¬ ¨§ ¯°¨¢¥¤¥»µ ±«³· ¥¢ W(x) ¥ ¬¥¿¥²±¿.3. �°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ ª®°¥¼ f(x), ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ c¢®©±²¢  3, ²¥°¿¥²±¿ ®¤  ¯¥°¥¬¥ § ª . �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.� ¬¥· ¨¥. �±«¨ «¾¡®© ¨§ ¬®£®·«¥®¢ ±¨±²¥¬» �²³°¬  ³¬®¦¨²¼   ¯®«®¦¨-²¥«¼®¥ ·¨±«®, ²® ¯®«³·¨²±¿ ² ª¦¥ ±¨±²¥¬  �²³°¬ , ² ª ª ª ¢»¯®«¿¾²±¿ ¯¥°¥·¨±«¥-»¥ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢ .� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¬®£®·«¥ f(x) ®¡« ¤ ¾¹¨© ª° ²»¬¨ ª®°¿¬¨. �¡®§ ·¨¬d(x)  ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ f(x) ¨ ¥£® ¯°®¨§¢®¤®© f0(x): �°¥¤±² ¢¨¢ f(x) ¢ ¢¨¤¥(2);  µ®¤¨¬f 0(x) = (x� �1)k1�1(x� �2)k2�1(x� �3)k3�1:::(x� �s)ks�1��[k1(x� �2)(x� �3):::(x� �s) + k2(x� �1)(x� �3):::(x� �s)++k3(x� �1)(x� �2):::(x� �s) + :::+ ks(x� �1)(x� �2):::(x� �s�1)]:�®£®·«¥, ±®¤¥°¦ ¹¨©±¿ ¢³²°¨ ª¢ ¤° ²»µ ±ª®¡®ª ¥ ¨¬¥¥² ®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥«¥© ±f(x) ² ª ª ª ¥ ¤¥«¨²±¿ ¨   ®¤¨ ¨§ ¬®£®·«¥®¢ x � �1; x � �2; :::; x� �s: �§ ½²®£®±«¥¤³¥², ·²® d(x) = (x� �1)k1�1(x� �2)k2�1:::(x� �s)ks�1:�¯°¥¤¥«¨¬ ¬®£®·«¥ g(x) = f(x)=d(x) = (x � �1)(x � �2):::(x � �s): � ¨¬¥¥² ²¥ ¦¥ª®°¨, ·²® ¨ f(x), ® ¥ ¨¬¥¥² ª° ²»µ ª®°¥©, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼·¨±«® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥© ¬®£®·«¥  f(x) ¬®¦® ¯°¨¬¥¨²¼ ®¯¨± »© ¢»¸¥ ¬¥²®¤ª ¬®£®·«¥³ g(x):�¥²®¤®¬ �²³°¬  ¬®¦® °¥¸¨²¼ ² ª¦¥ § ¤ ·³ ®²¤¥«¥¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥©, ².¥. ©²¨ ² ª¨¥ ¨²¥°¢ «», ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨² °®¢® ®¤¨ ª®°¥¼. �®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨© ¯°¨¬¥° ¯°¨¢¥¤¥ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯ ° £° ´¥,   ±¥©· ± ³±² ®¢¨¬ £° ¨¶» ¨²¥°¢ « ,±®¤¥°¦ ¹¥£® ¢±¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ª®°¨.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 8. �±«¨ x0 ¢¥¹¥±²¢¥»© ª®°¥¼ ¬®£®·«¥  f(x) = a0xn+a1xn�1+:::+ an,   A -  ¨¡®«¼¸¨© ¯® ¬®¤³«¾ ª®½´´¨¶¨¥², ²® jx0j < A=ja0j+ 1:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·® ¤®ª § ²¼, ·²® ¯°®¨§¢®«¼®¥ ·¨±«® t, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢³ jtj � A=ja0j+ 1; ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬, ².¥. f(t) 6= 0:jf(t)j � ja0tnj � ja1tn�1 + :::+ anj �



�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9� ja0jjtjn �A(jtjn�1 + :::+ 1) = ja0jjtjn �A jtjn � 1jtj � 1 == ja0j(jtjn � Aja0j(jtj � 1)(jtjn � 1) > ja0j(jtjn � (jtjn � 1)) > ja0j 6= 0:x6. �¥¸¥¨¥ ¯°¨¬¥°®¢.�°¨¬¥° 1. �°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥ ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® z = 4+4i.�¥¸¥¨¥. �»·¨±«¿¥¬ ¬®¤³«¼ ·¨±« jzj = p42 + 42 = 4p2:�»®±¿  ©¤¥®¥ ·¨±«® §  ±ª®¡ª³, ¯®«³· ¥¬z = 4p2( 1p2 + 1p2 i):�·¨²»¢ ¿ ° ¢¥±²¢  sin�4 = 1p2 ; cos�4 = 1p2 ;¢»¯¨±»¢ ¥¬ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ´®°¬³z = 4p2(sin�4 + i cos�4 ):�°¨¬¥° 2. �»·¨±«¨²¼ z = (4 + 4 i)20.�¥¸¥¨¥. �±¯®«¼§³¥¬ ´®°¬³«³ �³ ¢°  ¢®§¢¥¤¥¨¿ ¢ ±²¥¯¥¼.z = (4p2(sin�4 + i cos�4 ))20 = 250(sin20�4 + i cos20�4 ) = �250 i:�°¨¬¥° 3. �»·¨±«¨²¼ z = 3p4 + 4 i.�¥¸¥¨¥. �±¯®«¼§³¥¬ °¥§³«¼² ² ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯°¨¬¥°  ¨ ´®°¬³«³ �³ ¢°  ¤«¿¨§¢«¥·¥¨¿ ª®°¿. 3p4 + 4 i = 3r4p2(sin�4 + i cos�4 ) == 6p32(sin�=4 + 2�k3 + i cos�=4 + 2�k3 ); k = 0; 1; 2:�°¨ § ·¥¨¿ ª®°¿ ² ª®¢»:z0 = 6p32(sin �12 + i cos �12);z1 = 6p32(sin3�4 + i cos3�4 );



10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.z2 = 6p32(sin17�12 + i cos17�12 ):�°¨¬¥° 4. �§¢«¥·¼ ª®°¥¼ q1 + 2p2i.�¥¸¥¨¥. � ¤®  ©²¨ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  x; y, ¤«¿ ª®²®°»µ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²-¢® q1 + 2p2i = x+iy: �®§¢¥¤¥¬ ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢  ¢ ª¢ ¤° ² 1+2p2i = x2�y2+2xyi.�°¨° ¢¨¢ ¥¬ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ¨ ¬¨¬»¥ · ±²¨( x2 � y2 = 1xy = p2 :�¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¾²±¿  ¡®°» (�p2;�1), ¯®½²®¬³ ª®°¥¼ ¨¬¥¥² ¤¢  § ·¥¨¿:p2 + i ¨ �p2 � i.�°¨¬¥° 5. �»° §¨²¼ sin 5' ·¥°¥§ cos'; sin'.�¥¸¥¨¥. �®£« ±® ´®°¬³«¥ �³ ¢°  (cos'+ i sin')5 = cos 5'+ i sin 5':C ¤°³£®© ±²®°®», ¨±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ ¡¨®¬  �¼¾²®  1, ¯®«³· ¥¬ (cos'+i sin')5 =cos5 '+ 5i cos4' sin'� 10cos3' sin2'� 10i cos2' sin3'+ 5cos' sin4'+ i sin5':�°¨° ¢¨¢ ¿ ¬¨¬»¥ · ±²¨ ½²¨µ ¤¢³µ ¢»° ¦¥¨©, ¯®«³· ¥¬sin 5' = 5cos4' sin'� 10cos2' sin3'+ sin5':�°¨¬¥° 6. �»° §¨²¼ sin5 ' ·¥°¥§ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ª° ²®£®  °£³¬¥-² .�¥¸¥¨¥. � ±±¬®²°¨¬ ·¨±«® e = cos' + i sin'. �® ´®°¬³«¥ �³ ¢°   µ®¤¨¬e�1 = cos'� i sin'. � «¥¥ ¨¬¥¥¬sin5' = (e� e�12i )5 = e5 � 5e3 + 10e� 10e�1 + 5e�3 � e�532i == (cos5' + i sin5')� 5(cos3' + i sin3') + 10(cos' + i sin')32i ++�10(cos'� i sin') + 5(cos3' � i sin3')� (cos5'� i sin5')32i= sin5' � 5sin3' + 10sin'16 :�°¨¬¥° 7. �®¤¥«¨²¼ ± ®±² ²ª®¬ f(x) = x4 + 3x3 � 4x2 � 2x � 3   x � 2 ¨  ©²¨f(2):�¥¸¥¨¥. �»¯®«¨¬ ¤¥«¥¨¥, ¨±¯®«¼§³¿ ±µ¥¬³ �®°¥° .1 3 �4 �2 �32 1 2 � 1 + 3 = 5 2 � 5� 4 = 6 2 � 6� 2 = 10 2 � 10 � 3 = 171 (u + v)n = nXi=0 C inun�ivi; ,£¤¥C in = n !(n� i) ! i !



�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11�§ ¢²®°®© ±²°®ª¨  µ®¤¨¬ ª®½´´¨¶¨¥²» · ±²®£® d(x) ¨ ®±² ²®ª ² ª, ·²® d(x) =x3 + 5x2 + 6x + 10 ¨ f(2) = 17.�°¨¬¥° 8. � ©²¨  ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ¬®£®·«¥®¢ f1(x) = x3+3x2+4x+2¨ f2(x) = x3 + 2x2 + 2x + 1.�¥¸¥¨¥. �°¨¬¥¿¿ ¤¥«¥¨¥ ³£®«ª®¬,  µ®¤¨¬f3(x) = res(f1(x); f2(x)) = x2 + 2x + 1;f4(x) = res(f2(x); f3(x)) = x + 1;f5(x) = res(f3(x); f4(x)) = 0:� ¨¡®«¼¸¨¬ ®¡¹¨¬ ¤¥«¨²¥«¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤¨© ¥³«¥¢®© ®±² ²®ª, ²® ¥±²¼ x+1:�°¨¬¥° 9. � §«®¦¨²¼ x4 + 1   ¥¯°¨¢®¤¨¬»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ¢ ¯®«¥ ª®¬¯«¥ª±»µ·¨±¥«.�¥¸¥¨¥. � ©¤¥¬ ª®°¨ 4p�1 = 4pcos � + i sin �;xk = cos � + 2�k4 + sin � + 2�k4 ; k = 0; 1; 2; 3:6 -`̀ aaa ax0x1 x3x2 � ±¯®« £ ¿ ª®°¨   ª®¬¯«¥ª±®© ¯«®±ª®±²¨, § ¬¥· -¥¬, ·²® ±¨¬¬¥²°¨·»¬¨ ®²®±¨²¥«¼® ¢¥¹¥±²¢¥®©®±¨,   § ·¨² ±®¯°¿¦¥»¬¨, ¿¢«¿¾²±¿ ¯ °» x0; x3¨ x1; x2. � µ®¤¨¬ ¥¯°¨¢®¤¨¬»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ± ¢¥-¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨.(x� (cos �4 + i sin �4 ))(x� (cos �4 � i sin �4 )) == x2 � 2 cos �4 x + (cos2 �4 + sin2 �4 ) = x2 �p2x + 1:(x� (cos 3�4 + i sin 3�4 ))(x� (cos 3�4 � i sin 3�4 )) == x2 � 2 cos 3�4 x + (cos2 3�4 + sin2 3�4 ) = x2 +p2x + 1:�² ª x4 + 1 = (x2 +p2x + 1)(x2 �p2x + 1).�°¨¬¥° 10. � ©²¨ ª®°¨ ¬®£®·«¥ f(x) = x4 + 9x3 + 22x2 + 28x + 24:�¥¸¥¨¥. � ª ª ª ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ¶¥«»¥ ª®½´´¨¶¨¥²», ²® ¬®¦® ¯®¯»² ²¼±¿ ©²¨ ° ¶¨® «¼»© ª®°¥¼ pq. � ¬¥ ²¥«¼ q ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬ ±² °¸¥£® ª®½´-´¨¶¨¥² , ¯®½²®¬³ q = 1. �¨±«¨²¥«¼ p, ¿¢«¿¿±¼ ¤¥«¨²¥«¥¬ ±¢®¡®¤®£® ·«¥ , ¬®¦¥²¯°¨¨¬ ²¼ § ·¥¨¿ ¨§ ±¯¨±ª  S = f�1;�2;�3;�4;�6;�12;�24g:� ©¤¥¬ f(�1) ¯® ±µ¥¬¥ �®°¥° 1 9 22 28 24�1 1 8 14 14 10 = f(�1)



12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.�®£« ±® �²¢¥°¦¤¥¨¾ 6 ª®°¿¬¨ ¬®£³² ¡»²¼ ²®«¼ª® ² ª¨¥ ·¨±«  p, ¤«¿ ª®²®-°»µ p + 1 ¤¥«¨² f(�1) = 10, ²® ¨§ ±¯¨±ª  S  ¤® ³¤ «¨²¼ ¢±¥ ·¨±« , ¥ ®¡« ¤ ¾¹¨¥² ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬. �®«³·¨¬ ®¢»© ±¯¨±®ª S0 = f1;�2;�3; 4g: �®±ª®«¼ª³ ª®½´´¨¶¨¥-²» ¬®£®·«¥  ¯®«®¦¨²¥«¼», ²® ¥£® ª®°¿¬¨ ¬®£³² ¡»²¼ «¨¸¼ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ·¨±« ,¯®½²®¬³ ®±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼ ²®«¼ª® ·¨±«  �2;�3.1 9 22 28 24�2 1 7 8 12 0 = f(�2)�3 1 4 �4 0 = f(�3)� ¯®±«¥¤¥© ±²°®ª¥ ² ¡«¨¶» § ¯¨±  °¥§³«¼² ² ¤¥«¥¨¿ · ±²®£® ®² ¯¥°¢®£® ¤¥«¥¨¿  x + 3: � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢® f(x) = (x + 2)(x + 3)(x2 + 4x � 4) ¨¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ®±² «¼»µ ª®°¥©  ¤® °¥¸¨²¼ ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢¥¨¥ x2+ 4x� 4 = 0:�²¢¥²: x1 = �2; x2 = �3; x3 = �2�p8; x3 = �2 +p8:�°¨¬¥° 11. � ©²¨ ¨²¥°¯®«¿¶¨®»© ¬®£®·«¥, § ¿ ² ¡«¨¶³ § ·¥¨© ´³ª¶¨¨x �1 0 1 2y 0 1 4 15 :� µ®¤¨¬ ¬®£®·«¥ ¢ ¢¨¤¥f(x) = a0 + a1(x + 1) + a2(x + 1)x + a3(x + 1)x(x� 1)�®¤±² ¢«¿¿ § ·¥¨¿ x ¨§ ² ¡«¨¶», ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®  µ®¤¨¬a0 = 0; a1 = 1 � 00 + 1 = 1; a2 = 4 � 0� 1 � (1 + 1)(1 + 1) � 1 = 1;a3 = 15 � 1 � (2 + 1) � 1 � 2 � (2 + 1)2 � (2� 1)(2 + 1) = 1:� ±ª°»¢ ¥¬ ±ª®¡ª¨ ¨ ¯®«³· ¥¬ ®²¢¥²:f(x) = (x + 1) + (x + 1)x + (x + 1)x(x� 1) = x3 + x2 + x+ 1:�°¨¬¥° 12. �²¤¥«¨²¼ ª®°¨ ¬®£®·«¥  f(x) = x4 + 4x3 + 2x2 � 3:�¥¸¥¨¥. � ©¤¥¬ ±¨±²¥¬³ �²³°¬ .f0(x) = f(x); f1(x) = 14f0(x) = x3 + 3x2 + x:� µ®¤¨¬ ®±² ²®ª ®² ¤¥«¥¨¿ f0(x)   f1(x):x4+4x3+2x2�3 x3 + 3x2 + xx4+3x3 +x2 x + 1x3 +x2�3x3+3x2+x�2x2�x�3



�®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£®·«¥» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13�®« £ ¥¬ f2(x) = �res(f0; f1) = 2x2+x+3. �«¿  µ®¦¤¥¨¿ f3(x)  ¤®  ©²¨ ®±² ²®ª ®²¤¥«¥¨¿ f1(x)   f2(x). �°¨ ¤¥«¥¨¨ ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¤°®¡»¥ ª®½´´¨¶¨¥²», ·²® ³±«®¦¿¥²¢»·¨±«¥¨¿. �²®£® ¬®¦® ¨§¡¥¦ ²¼, ¥±«¨ § ¬¥²¨²¼, ·²® ¬®£®·«¥» ±¨±²¥¬» �²³°¬ ¬®¦® ³¬®¦ ²¼   ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ·¨±« , ¯®«³· ¿ ¯°¨ ½²®¬ ² ª¦¥ ±¨±²¥¬³ �²³°¬ .�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ¤¥«¥¨¨ ³£®«ª®¬ «¾¡®© ¨§ ¯°®¬¥¦³²®·»µ ¬®£®·«¥®¢ ¬®¦® ³¬-®¦ ²¼ ¨«¨ ¤¥«¨²¼   ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ·¨±« . �®£®·«¥, ¯®«³·¥»© ³¬®¦¥¨¥¬  ·¨±«®, ®²¤¥«¿¥¬ ¤¢®©®© «¨¨¥©. � ª,  ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ¤¥«¥¨¨ ³¬®¦ ¥¬ f1(x)  2, § ¯¨±»¢ ¥¬ ¯®¤ ¤¢®©®© «¨¨¥© ¨ ¤¥«¨¬ ¯®«³·¥»© ¬®£®·«¥   f2(x):x3+3x2+x 2x2 + x + 32x3+6x2+2x x + 52x3 +x2+3x5x2�x10x2�2x10x2+5x+15�7x�15 2x2 +3x +3 7x + 1514x2+21x+21 2x � 314x2+30x�9x +21�21x+49�21x�4594� °¥§³«¼² ²¥ ¯¥°¢®£® ¤¥«¥¨¿  µ®¤¨¬ f3(x) = 7x + 15, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢²®°®£® -f4(x) = �1. �®°¨ f(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¥° ¢¥±²¢³ jxj < 41 + 1 = 5: C®±² ¢«¿¥¬² ¡«¨¶³, ª ¦¤ ¿ ±²°®ª  ª®²®°®© ª°®¬¥ § ·¥¨¿ � ¯¥°¥¬¥®© x ±®¤¥°¦¨² § ª¨¬®£®·«¥®¢ �²³°¬  ¯°¨ x = � ¨ ·¨±«® W(�) ¯¥°¥¬¥ § ª .� f0 f1 f2 f3 f4 W�5 + � + � � 35 + + + + + 10 � 0 + + � 2�  ¨²¥°¢ «¥ (�5; 5) ±®¤¥°¦¨²±¿ W(�5) �W(5) = 2 ª®°¿ ¬®£®·«¥ . �»¡¨° ¥¬±¥°¥¤¨³ ¨²¥°¢ «  ¨ ±·¨² ¥¬ ·¨±«® ¯¥°¥¬¥ § ª  ¯°¨ x = 0. � ª ª ª W(�5)�W(0) =1, ²® ®¤¨ ª®°¥¼ ° ±¯®«®¦¥   ¨²¥°¢ «¥ (�5; 0),   ¤°³£®©   ¨²¥°¢ «¥ (0; 5):� ¤ ·¨ ¤«¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼®£® °¥¸¥¨¿.1. �»·¨±«¨²¼:1)p3 + 4i; 2)p8 + 6i; 3)p�3 + 4i; 4)p�8 + 6i;5)p3 � 4i; 6)p8� 6i; 7)p�3� 4i; 8)p�8� 6i.2. �»·¨±«¨²¼:1) (p3 + i)99; 2) (1 + ip3)97; 3) (p3 � i)103; 4) (�1 + ip3)91;5) (�p3 + i)102; 6) (1 � ip3)81; 7) (�p3 � i)42; 8) (�1� ip3)33.3. �»° §¨²¼ ·¥°¥§ cos x ¨ sin x:1) cos 3x; 2) sin 3x; 3) sin 4x; 4) cos 4x; 5) sin 5x; 6) cos 5x;4. �»° §¨²¼ ·¥°¥§ ±¨³±» ¨ ª®±¨³±» ª° ²»µ ³£«®¢.1) cos3 x; 2) sin3 x; 3) sin4 x; 4) cos4 x; 5) sin5 x; 6) cos5 x;



14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �¥±¥«®¢ �.�.5. � ©²¨ ¢±¥ ª®°¨ ¬®£®·«¥®¢:1) x4 + 5x3 + 9x2 + 8x + 4;3) x4 + 4x3 + 7x2 + 12x + 12;5) x4 � 4x3 + 9x2 � 10x + 4;7) x5 + 5x4 + 6x3 � 2x2 � 10x� 12; 2) x4 + 6x3 + 11x2 + 12x + 18;4) x4 + 9x3 + 18x2 � 18x + 40;6) x4 � 5x3 + 11x2 � 16x + 12;8) x4 + 11x3 + 37x2 + 31x � 20:6.� ©²¨ ¨²¥°¯®«¿¶¨®»© ¬®£®·«¥, § ¿ ² ¡«¨¶³ § ·¥¨© ´³ª¶¨¨:1) x �1 0 1 2y �4 �1 0 5 ; 2) x �1 0 1 2y �2 �1 2 13 ; 3) x �1 0 1 2y 0 �1 �2 1 ;4) x �1 0 1 2y �3 �2 1 12 ; 5) x �1 0 1 2y �2 1 2 7 ; 6) x �1 0 1 2y �5 �4 �1 10 .7. � §«®¦¨²¼ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥¯°¨¢®¤¨¬»µ ¬®£®·«¥®¢ ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨-¥² ¬¨:1) x6 + 1; 2) x5 + 1; 3) x4 � 2x2 + 3;4) x4 + 4x2 + 5; 5) x6 + x3 + 1; 6) x6 � x3 + 1;8.�§®«¨°®¢ ²¼ ª®°¨ ¬®£®·«¥®¢:1) x3 � x2 + x� 4;3) x4 � 4x3 + 2x2 � 8x + 4;5) x4 � 2x3 + x2 � 2x + 1; 2) x3 + 3x + 1;4) 4x3 + 18x2 + 24x + 9;6) x3 � 3x + 1:9. � §«®¦¨²¼ ¯® ±²¥¯¥¿¬ x� 1:1) x5 + 3x4 � x3 + x2 + x� 4; 2) x6 + x4 � 4x3 + 2x2 � x + 1;3) x4 � 2x3 + x2 � 3x + 4; 4) x4 + x3 + x2 + x + 1:�¥ª®¬¥¤³¥¬»¥ ³·¥¡¨ª¨: 1. �³°®¸ �.�. " �³°± ¢»±¸¥©  «£¥¡°». "2. � ¤¤¥¥¢ �.�. " �¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥. "


