
I. Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè.Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöàA = 0BBB� a11a21::am1 a12a22::am2 :::::::: a1na2n::amn 1CCCA : (1)�àâåíñòâî (1) çàäàåò ìàòðèöó A = (aij) ðàçìåðîâ mxn . Ýëåìåíò aij ìàòðèöû ðàñïîëîæåí â i ñòðîêå è jñòîëáöå. Îáû÷íî ìàòðèöû îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè áóêâàìè, à èõ ýëåìåíòû - ñòðî÷íûìè.Îïðåäåëåíèå. Åñëè m = n , òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ åå ïîðÿäêîì.Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé, åñëè äëÿ åå ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ îäíîèç óñëîâèé: aij = 0; ïðè i > j; (2)aij = 0; ïðè i < j; (3)aij = 0; ïðè i < n� j + 1; (4)aij = 0; ïðè i > n� j + 1: (5)Îïðåäåëåíèå. Äèàãîíàëüíîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A = (aij) , â êîòîðîé aij = 0, ïðè i 6= j. Îáîçíà÷åíèåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû: diag(d1; :::; dn) , ãäå â ñêîáêàõ óêàçàíû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû.Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 1, íàçûâàåòñÿåäèíè÷íîé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì E.Åñëè �- ÷èñëî, à C - ìàòðèöà, òî �C def= (�ij).Ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ ìîæíî ñêëàäûâàòü: (aij) + (bij) = (aij + bij)Åñëè A è B ìàòðèöû ðàçìåðîâ mxk è kxm ñîîòâåòñòâåííî (÷èñëî ñòðîê â B ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöåâ â A),òî ìîæíî âû÷èñëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå - ìàòðèöó C = (ij) ðàçìåðîâ mxn, ýëåìåíòû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ïî�îðìóëå ij = kXs=1 aisbsj. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî �îðìèðîâàòü ìàòðèöó C ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿåå ñòîëáöû, êàê ïðîèçâåäåíèÿ A íà ñòîëáöû B , ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ åå ñòðîêè, êàê ïðîèçâåäåíèÿñòðîê A íà ìàòðèöó B.ÅñëèA�(mxn) ìàòðèöà, òîA0 îáîçíà÷àåò (nxm) ìàòðèöó, ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöûA. A0 íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê A . Ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè aij = a0ji (8i; j)Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. A + (B + C) = (A + B) + C2. A � (B + C) = A � B + A � C3. A � (B � C) = (A � B) � C4. �(B + C) = �B + �C5. (AB)0 = B0A0Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê(ñòîëáöîâ) íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:1. óìíîæåíèå ñòðîêè(ñòîëáöà)íà íåíóëåâîå ÷èñëî;2. ïåðåñòàíîâêà ñòðîê(ñòîëáöîâ);3. ïðèáàâëåíèå(âû÷èòàíèå) ê îäíîé ñòðîêå(ñòîëáöó), äðóãîé ñòðîêè(ñòîëáöà) óìíîæåííîãî íà ÷èñëî.Óòâåðæäåíèå 1. Êàæäîå èç ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê çàäàííîé ìàòðèöû A ìîæíî îñó-ùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó P , ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé â ðåçóëüòàòåýòèõ æå ïðåîáðàçîâàíèé.Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêîé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà N = f1; 2; ::; ng íàçûâàþò ðàñïîëîæåíèå åãî ýëå-ìåíòîâ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. 1
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Óòâåðæäåíèå 2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî n!.�îâîðÿò, ÷òî äâà ýëåìåíòà i è j ïåðåñòàíîâêè îáðàçóþò èíâåðñèþ, åñëè i > j , íî i ðàñïîëîæåí ëåâåå j.Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè ÷èñëî èíâåðñèé ÷åòíî è íå÷åòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Óòâåðæäåíèå 3. Ïåðåñòàíîâêè p1 = (i1; i2; ::; is; :::; ik; ::; in) è p2 = (i1; i2; ::; ik; :::; is; ::; in) èìåþòðàçíóþ ÷åòíîñòü.Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêîé ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà N íàñåáÿ.Ïîäñòàíîâêè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (2xn)-ìàòðèöû, êàæäàÿ èç ñòðîê êîòîðîé ñîäåðæèò ïîëíûé ñïèñîê ýëå-ìåíòîâ ìíîæåñòâà N. Ïîäñòàíîâêè, ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, ïîýòîìó ëþáóþïîäñòàíîâêó ìîæíî çàïèñàòü òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû âåðõíåé ñòðîêè áûëè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ.Åñëè � - íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà, òî ÷åðåç inv(�) áóäåì îáîçíà÷àòü ñóììàðíîå ÷èñëî èíâåðñèé â åå ñòðîêàõ.Åñëè inv(�) - ÷åòíîå ÷èñëî, òî � íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé ïîäñòàíîâêîé.Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ �óíêöèÿ îò ååýëåìåíòîâ detA =X� (�1)inv(�)ai1j1 � ai2j2:::ainjn;ãäå ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì ïîäñòàíîâêàì � =  i1:::inj1:::jn!, êîòîðûå îáðàçîâàíû èíäåêñàìèýëåìåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ.Çàìå÷àíèå 1. Êàæäûé èç n! ÷ëåíîâ ñóììû ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà è ëþáîéñòðîêè.Çàìå÷àíèå 2. Îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ �îðìódetA =Xp (�1)inv(p)a1j1 � a2j2:::anjn;ãäå ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì p = � j1 j2 ::: jn �Ïðèìåð 1.Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö òðåóãîëüíîãî âèäà:Äëÿ ìàòðèö (2),(3) îïðåäåëèòåëü ðàâåí a11�a22::::�ann, à äëÿ ìàòðèö (4),(5) îïðåäèëèòåëü ðàâåí (�1)n(n�1)2 a11�a22:::: � ann Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.Ñâîéñòâî 1. detA = detA0Äîêàçàòåëüñòâî. detA0 =X(�1)inv i1:::inj1:::jn!a0i1j1 � a0i2j2 :::a0injn =X(�1)inv j1:::jni1:::in!aj1i1 � aj2i2:::ajnin = detAÑâîéñòâî 2. Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.Ñâîéñòâî 3. Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïåðåñòàíîâêîé k è m ñòðîê, òî det B = �detA.Äîêàçàòåëüñòâî. det B =X(�1)inv(j1::jk::jm::jn)b1j1 � b2j2 ::bkjk::bmjm::bnjn =X(�1)inv(j1::jk::jm::jn)a1j1 � a2j2::amjk::akjm::anjn =�X(�1)inv(j1::jm::jk::jn)a1j1 � a2j2::akjm::amjk::anjn = �detAÑâîéñòâî 4. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, äâå ñòðîêè êîòîðîé ðàâíû, ðàâåí íóëþ.Ñâîéñòâî 5. Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A óìíîæåíèåì ñòðîêè íà ÷èñëî �, òî det B =� detA.Ñâîéñòâî 6. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, äâå ñòðîêè êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíû, ðàâåí íóëþ.2



Ñâîéñòâî 7.det0BBBBB� a11:::a1i1 + a2i1:::an1 ::::::::::::::: a1n:::a1in + a2in:::ann
1CCCCCA = det0BBBBB� a11:::a1i1:::an1 ::::::::::::::: a1n:::a1in:::ann

1CCCCCA+ det0BBBBB� a11:::a2i1:::an1 ::::::::::::::: a1n:::a2in:::ann
1CCCCCAÑâîéñòâî 8. Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A â ðåçóëüòàòå ïðèáàâëåíèÿ ê îäíîé èç ñòðîê äðóãîéñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî, òî det B = detA.Ñâîéñòâî 9. Åñëè îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû ðàâíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûðàâåí íóëþ.Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ìåòîäîì ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû A  ÷èñëîâûìè ýëåìåíòàìè ïðèìåíèì ê ìàòðèöå ñëå-äóùóþ ïðîöåäóðó.0. Åñëè âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû íóëþ, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.1. Íàéòè íåíóëeâîé ýëåìåíò è ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ïîìåñòèòü åãî â ëåâûé âåðõíèé óãîë.2. for i:=2 to n do (i) := (i)� � ai1a11 � (1);Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà âèäàA10BBB� a111 a112 a113 :::: a11n0 a122 a123 :::: a12n:::::::::::::::::::::::::::::0 a1n2 a1n3:::: a1nn 1CCCA :Åñëè ïåðåñòàíîâêà ñòðîê âûïîëíÿëàñü, òî detA = �det B, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå detA = detB.Äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ê ïîäìàòðèöå ìàòðèöû B, ïîëó÷åííîé âû÷åðêèâàíèåìïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà è ò.ä.. äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëèòåëüêîòîðîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.Òåîðåìà Ëàïëàñà.Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A ;N1 = f�1; :::; �kg è N2 = f�1; :::; �kg - óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-æåñòâà N = f1; 2; ::; ng. Ïîäìàòðèöó, ðàñïîëîæåííóþ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè èç N1 è ñòîëáöîâ ñíîìåðàìè èç N2, îáîçíà÷èì A N1N2!. Ïîäìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ, èíäåêñû êîòîðûõ íå ïðèíàä-ëåæàò N1;N2 îáîçíà÷èì �A N1N2!.detA N1N2! íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ê-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A. det �A N1N2! íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìè-íîðîì, à (�1)�1+:::+�kdet �A N1N2! - àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê M .Óòâåðæäåíèå 4. Êàæäûé ÷ëåí ñóììû, ïîëó÷åííîé ïðè ðàñêðûòèè ïðîèçâåäåíèÿ(�1)�1+::+�k+�1+::+�kdetA N1N2! � det �A N1N2! (6)ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì detA.Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà N1 = N2 = f1; ::; kg. Ïðîèçâîëüíûé ÷ëåíâûðàæåíèÿ (6) èìååò âèä(�1)1+::+k+1+::+k(�1)inv(i1:::ik)a1i1:::akik(�1)inv(ik+1:::in)ak+1ik+1:::anin =3



(�1)inv(i1:::ik)+inv(ik+1:::in)a1i1 :::akikak+1ik+1:::anin =(�1)inv(i1:::ik ik+1:::in)a1i1:::akikak+1ik+1:::anin;ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì detA.2) Â îáùåì ñëó÷àå ïîäâåðãíåì ìàòðèöó A ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ: äëÿ ëþáîãî s ñòðîêó �s ïåðåñòà-âèì ñî ñòðîêîé �s�1, çàòåì ñ �s�2 è ò.ä. ïîêà �s íå îêàæåòñÿ íà ìåñòå s ñòðîêè. Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâà-íèÿ âûïîëíèì íàä ñòîëáöàìè. Ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ â èòîãå îáîçíà÷èì B. Îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî�1�1+�2�2+:::�k�k+�1�1+�2�2+:::�k�k = �1+�2+:::�k+�1+�2+:::�k�k(k�1). Òàê êàêk(k� 1) ÷åòíîå ÷èñëî, òî detA = (�1)�1+�2+:::�k+�1+�2+:::�kdet B ,à òàê êàê A �1:::�k�1:::�k! = B 1:::k1:::k! è�A �1:::�k�1:::�k! = �B 1:::k1:::k!, òî çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà 1).Òåîðåìà Ëàïëàñà. Ïóñòü â ìàòðèöå A âûáðàíû ñòðîêè �1; :::; �k. Òîãäà detA ðàâåí ñóììå S âñåõïðîèçâåäåíèé ìèíîðîâ k - ãî ïîðÿäêà ðàñïîëîæåííûõ â âûáðàííûõ ñòðîêàõ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ âõîäèò â åäèíñòâåííîå ïðîèçâåäåíèåóêàçàííîãî âèäà. Tàê êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ â jSj = Ckn � k! � (n� k)! = n!, òî S íå ñîäåðæèò íè÷åãî ëèøíåãî.Îáîçíà÷èì Aij - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê aij .Îïðåäåëåíèå. Ïðèñîåäèíåííîé ê A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A�, ýëåìåíòû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëåa�ij = Aji.Óòâåðæäåíèå 5. ak1Am1 + ::: + aknAmn = ( detA ïðè k = m0 ïðè k 6= m .Cëåäñòâèå 5.1. AA� = A�A = (detA)E.Ôîðìóëà Áèíå-Êîøè.Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü C = AB, ãäå A;B - ìàòðèöû ðàçìåðîâ (mxn); (nxm) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà1. det C = 0, ïðè m > n;2. det C =X( j1:::jm)detA 1:::kj1:::jk!B j1:::jk1:::k!, ïðè m � n.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìàòðèöó D =  E�A B0 !. Âû÷èñëèì åå îïðåäåëèòåëü äâóìÿ ñïîñî-áàìè.1 ïîñîá. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàïëàñà ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíèì m ñòîëáöàì. Òàê êàêìèíîðû, ñîäåðæàùèå õîòÿ áû îäíó ñòðîêó, íîìåð êîòîðîé áîëüøå m, ðàâíû íóëþ, òî ïîëó÷èòñÿ ñóììà,ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîòîðîé èìååò âèä(�1)j1+::+jm+n+1+::+n+mdet B j1:::jk1:::k! det  �E�A! ;ãäå �E - ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èçE âû÷åðêèâàíèåì ñòðîê ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâàN1 = fj1:::jmg. �E ñîäåðæèòëèøü îäèí íåíóëåâîé ìèíîð n�m - ãî ïîðÿäêà, îí âêëþ÷àåò ñòîëáöû ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà N nN1. Ïîòåîðåìå Ëàïëàñà det  �E�A! = (�1)1+::+n�m+1+::+n�i1�::�im(�1)mdetA 1:::kj1:::jk! :Câîðà÷èâàÿ âûðàæåíèå â ïîêàçàòåëå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå n(n+1)+m(m+1), êîòîðîå ïðèíèìàåò ÷åòíûåçíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ m; n.Òàêèì îáðàçîì detD = X(j1:::jm) detA 1:::kj1:::jk!B j1:::jk1:::k!,4



2 ñïîñîá. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðåîáðàçóåì D ê ìàòðèöåF =  E0 BAB !, èìåþùåé òàêîé æå îïðåäåëèòåëü. �àñêëàäûâàÿ det F ïî ïåðâûì n ñòîëáöàì, ïîëó÷àåìdet F = detAB = detC:Cëåäñòâèå 6.1. Eñëè A;B - êâàäðàòíûå ìàòðèöû, òî detAB = detA det B.* * *Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà X íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå A , åñëè AX = E. Îáðàòíàÿìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ A�1.Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû êA íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû detA 6=0. Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü: A�1 = A�=detA.Íåîáõîäèìîñòü: AA�1 = E ! det A detA�1 = 1 ! detA�1 = 1=detA 6= 0.Cëåäñòâèå 7.1. Åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà.Äîêàçàòåëüñòâî. AX = E ! A�AX = A� ! X = A�=detA:Cëåäñòâèå 7.2. A�1A = E:II. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèÿ âèäà a1x1+:::+anxn = a0 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1; :::; xn ñ êîý��èöè-åíòàìè a1; :::; an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ(x01; :::; x0n), êîòîðûé îáðàùàåò óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.Cèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà8>>><>>>: a11x1 + ::: + a1nxn = b1a21x1 + ::: + a2nxn = b2::::::::::::::::::::::::am1x1 + :::+ amnxn = bmìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå Ax = b:Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ðàâíà íóëþ, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå - íåîäíîðîäíîé. Îñíîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýòî ìåòîä �àóññà èëè èëèìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Åñëè íå âíèêàòü â ïîäðîáíîñòè, òî ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âûðàæàåìèç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x1 è ïîäñòàâëÿåì âî âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàòåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåìx2, ïîäñòàâëÿåì âî âñå óðàâíåíèÿ è ò.ä.. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ñîïðî-âîæäàåòñÿ òàêèì èçìåíåíèåì ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê ìàòðèöåýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî âûïîëíÿòü èìåííîñ ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ.Ïðèìåð 1.�åøèòü ñèñòåìó 0B� 122 212 111 �1�22 1CA0BBB� x1x2x3x4 1CCCA = 0B� 333 1CA.�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ÷èñëî óðàâíåíèé â êîòîðîé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ è îïðåäåëèòåëüìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ íå ðàâåí íóëþ. Îáîçíà÷èì Aj ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ çàìåíîé j - ãî ñòîëáöà ìàòðèöûA íà b. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü òîãäà â ñëåäóþùåì âèäå: x = A�1b = A�b=detA =(detA1; :::detAn)=detA . ( Ýòîò �àêò èçâåñòåí êàê ïðàâèëî Êðàìåðà.)Óòâåðæäåíèå 1. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â êîòîðîé áîëüøå ÷èñëà óðàâ-íåíèé èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó óðàâíåíèé.
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