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В 1545 г. итальянский математик Дж. Кардано (G. Cardano) в кни-

ге «Великое искусство, или об алгебраических правилах» для системы

уравнений � x + y = 10;xy = 40:
привел два корня 5+

p�15, 5�p�15. Никакой практической ценности в

таком «мнимом» решении Кардано не увидел. Скорее, этот пример был

приведен как некий курьез. Интересно отметить, что в том же сочинении

была впервые опубликована найденная С. Ферро и Н. Тарталья (S. Ferro,

N. Tartaglia) формула для решения кубического уравненияx3 + px + q = 0: (1)

Его корни предлагалось находить по формулеx = 3
pu + 3

pv; (2)

где u, v есть решения системы8<: u + v = �q;uv = � p3

27
: (3)

В некоторых случаях, несмотря на то, что уравнение (1) заведомо имело

корни, система (3) действительных решений не имела и формула (2) счи-

талась бесполезной. Другой итальянец Р. Бомбелли (R. Bombelli) в своем

труде «Алгебра» (1572) показал, что действительные корни уравнения

(1) в таких случаях выражаются через радикалы от «мнимых» величин,

он разработал простейшие правила действия с ними и подошел, таким

образом, к созданию теории комплекных чисел.
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1. Понятие комплексного числа

На протяжении всего изложения мы используем следующие стандартные

обозначения числовых множеств:N — множество натуральных чисел,Z — множество целых чисел,Q — множество рациональных чисел,R — множество вещественных (действительных) чисел.

Комплексным числом называется упорядоченная1 пара действитель-

ных чисел (a; b). Два комплексных числа (a; b) и (; d) равны тогда и

только тогда, когда a = , b = d. На множестве всех комплексных чиселC определены операции сложения и умножения по правилам2:

(a; b) + (; d) = (a + ; b + d); (a; b) � (; d) = (a� bd; ad + b): (4)

Эти операции обладают следующими свойствами:� ассоциативность:

(a; b) +
�
(; d) + (e; f )

�
=
�
(a; b) + (; d)� + (e; f );

(a; b) � �(; d) � (e; f )
�

=
�
(a; b) � (; d)� � (e; f );� коммутативность:

(a; b) + (; d) = (; d) + (a; b); (a; b) � (; d) = (; d) � (a; b);� дистрибутивность:

(a; b) � �(; d) + (e; f )
�

= (a; b) � (; d) + (a; b) � (e; f ):
Докажем, например, дистрибутивность. Пользуясь правилами (4) сложе-

ния и умножения комплексных чисел, а также законами (ассоциатив-

ность, коммутативность, дистрибутивность), справедливыми для веще-

ственных чисел, получаем:

(a; b) � �(; d) + (e; f )
�

= (a; b) � ( + e; d + f )

=
�a � ( + e)� b � (d + f ); a � (d + f ) + b � ( + e)�

= (a + ae� bd� bf; ad + af + b + be);
1Упорядоченная в том смысле, что задано, какое число в паре — первое, какое — второе.
2Как и в случае вещественных чисел, знак умножения «�» часто опускается.
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с другой стороны,

(a; b)(; d) + (a; b)(e; f ) = (a� bd; ad + b) + (ae� bf; af + be)
= (a� bd + ae� bf; ad + b + af + be);

левая и правая части совпали.

Упражнение 1. Доказать ассоциативность и коммутативность операций сложения и умно-

жения комплексных чисел.

Нулем называется такое комплексное число (x; y), что для произволь-

ного числа (a; b) выполняется равенство (a; b) + (x; y) = (a; b). Из опреде-

ления получаем a + x = a, b + y = b, откуда x = 0, y = 0. Следовательно,

нулем является пара (0; 0) (и только она). Числом противоположным

к (a; b) называется такая пара (x; y), что (a; b) + (x; y) = (0; 0). Проти-

воположное число обозначается �(a; b). Нетрудно видеть, что �(a; b) =

(�a;�b). Разностью (или числом, полученным в результате вычитания)

комплексных чисел (; d) и (a; b) называется решение (x; y) уравнения

(a; b)+(x; y) = (; d). Разность обозначается (; d)� (a; b) и, очевидно, рав-

на (�a; d� b). Легко видеть, что разность (; d)� (a; b) есть сумма (; d)
и числа, противоположного к (a; b), т. е. (; d)� (a; b) = (; d) + [� (a; b)].

Единицей называется такое комплексное число (x; y), что для произ-

вольного числа (a; b) выполняется равенство (a; b)(x; y) = (a; b). Из опре-

деления произведения получаем� ax� by = a;bx + ay = b:
В случае, если a2 +b2 6= 0, т. е. (a; b) 6= (0; 0), имеем единственное решение

предыдущей системы: x = 1, y = 0. Таким образом, (a; b)(1; 0) = (a; b) для

любого (a; b) в том числе, как нетрудно проверить, и для (a; b) = (0; 0).

Следовательно, (1; 0) — единица. Числом обратным к (a; b) называется

такая пара (x; y), что (a; b)(x; y) = (1; 0). Обратное число обозначается

(a; b)�1. Система � ax� by = 1;bx + ay = 0

в случае, когда (a; b) 6= (0; 0), имеет единственное решение

(a; b)�1 =

 aa2 + b2
; � ba2 + b2

! ; (5)
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а в случае (a; b) = (0; 0) — неразрешима. Частным от деления (или чис-

лом, полученным в результате деления) комплексных чисел (; d) и (a; b)
называется решение (x; y) уравнения (a; b)(x; y) = (; d). Частное обозна-

чается (; d)=(a; b). Его мы можем получить из системы� ax� by = ;bx + ay = d: (6)

Домножая первое уравнение на a, второе — на b и складывая, получаем:

(a2 + b2)x = a + bd, затем, домножая первое уравнение системы (6) на b,
второе — на a и вычитая первое из второго, получаем: (a2 +b2)y = ad�b.
В случае a2 + b2 6= 0 имеем:

(; d)
(a; b) =

 a + bda2 + b2
; ad� ba2 + b2

! ; (7)

если же a2 + b2 = 0, то результат деления, как легко видеть из (6), не

определен. Сравнивая (5) и (7), получаем, что частное (; d)=(a; b) есть

произведение (; d) на величину, обратную к (a; b): (; d)=(a; b) = (; d) �
(a; b)�1.

Отождествим комплексные числа вида (a; 0) с действительными чис-

лами. А именно, положим (a; 0) = a. Из правил сложения и умножения

комплексных чисел следует, что (a; 0)+(b; 0) = (a+b; 0), (a; 0)(b; 0) = (ab; 0)

для любых a, b. Таким образом, результаты выполнения арифметических

операций над числами такого вида не зависят от того, как эти результа-

ты были получены: по правилам сложения и умножения комплексных

чисел, рассмотренным в данном разделе, или по законам действитель-

ных чисел. Обозначим i = (0; 1). Число i называется мнимой единицей.

Легко проверить, что (0; b) = (b; 0) � i = bi и, следовательно, (a; b) = a + bi.
Запись a + bi называется алгебраической формой комплексного числа

(a; b). Ее использование освобождает нас от заучивания правил арифме-

тических операций (4): легко проверить, что i2 = �1, поэтому работать

с комплексными числами можно как с алгебраическими двучленами, за-

висящими от символа i, с заменой, где необходимо, i2 на �1. Например,

для нахождения произведения (a + bi)(+ di) раскроем скобки и получимa+adi+bi+bdi2, так как i2 = �1, то (a+bi)(+di) = a�bd+(ad�bd)i. Для

нахождения частного (+ di)=(a+ bi) домножим числитель и знаменатель
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дроби на число � di, называемое сопряженным к  + di, получим: + dia + bi =
( + di)(a� bi)
(a + bi)(a� bi) =

a + bd + i(ad� b)a2 + b2
=
a + bda2 + b2

+
ad� ba2 + b2

i:
Результат согласуется с (7).

Пример 2.

1) (4 + i)(5 + 3i) + (3 + i)(3� 2i) = 20 + 12i + 5i� 3 + 9� 6i + 3i + 2 = 28 + 14i;
2)

(5 + i)(7� 6i)
3 + i =

35� 30i + 7i + 6

3 + i
=

41� 23i
3 + i =

(41 � 23i)(3 � i)
(3 + i)(3� i)

=
123 � 41i� 69i � 23

10
=

100� 110i
10

= 10� 11i:
Упражнение 3. Вычислить

1)
(5 + i)(3 + 5i)

2i ; 2)
(2 + i)(4 + i)

1 + i .

Обычно комплексное число обозначают одной буквой, например: z =a + bi, здесь a называется действительной частью числа z, b — мнимой

частью. Используются обозначения: ℜz = a, ℑz = b, или Re z = a, Im z =b.
2. Геометрическая интерпретация

и тригонометрическая форма записи

комплексных чисел

Если на плоскости задана прямоугольная система координат, то произ-

вольному комплексному числу (a; b) = a + bi можно сопоставить точку с

координатами (a; b), а также радиус-вектор, начало которого закреплено

в начале координат, а конец расположен в точке (a; b). Данное отобра-

жение, очевидно, является биекцией множества C на множество всех

точек плоскости. Плоскость, точки которой проинтерпретированы таким

образом, называется комплексной плоскостью. Ось абсцисс (называемая

в данном случае действительной осью и обозначаемая ℜ) при такой

интерпретации будет соответствовать множеству действительных чисел.

Ось ординат (называемая в данном случае мнимой осью и обозначае-

мая ℑ) — множеству чисто мнимых чисел, т. е. чисел вида bi, где b —

любое вещественное. Начало координат соответствует нулю. Наглядную
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геометрическую интерпретацию приобретают в данном случае сложе-

ние и вычитание комплексных чисел — это просто сложение и вычита-

ние их радиус-векторов по правилу параллелограмма.

O ℜ

ℑ z1

z2

z1 + z2�z2

z1 � z2

Назовем модулем, или абсолютной величиной, комплексного числаz = a + bi расстояние r точки z до начала координат.

O ℜ

ℑ

bz = a + biab r'
Модуль числа обозначается jzj. Очевидно, старое определение моду-

ля, известное для вещественных чисел, остается верным. Далее, jzj = 0

тогда и только тогда, когда z = 0. Аргументом числа z назовем угол ',

отсчитываемый в положительном направлении (против часовой стрел-

ки), между направлением оси ℜ и радиус-вектором точки z. Аргумент

обозначается arg z. Арумент определен с точностью до 2�k, где k 2 Z.

Число 0 аргумента не имеет. Очевидно, по паре (r; ') комплексное числоz определяется однозначно.
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Применяя теорему Пифагора и формулы тригонометрии, получаемja + bij =
pa2 + b2; a = r cos'; b = r sin';

откуда a + bi = r(cos' + i sin'):
Запись r(cos' + i sin') называется тригонометрической формой ком-

плексного числа a + bi. Для числа 0 тригонометрической формы записи

не существует.

Пример 4. Найдем тригонометрическую форму записи числа:

1) 8 = 8(cos 0 + i sin 0);

2) i = cos
�
2

+ i sin �
2

;

3) �8 = 8(cos� + i sin�);

4) 1 � i =
p

2

�
cos

���
4

�
+ i sin���

4

��
, действительно, j1 � ij =

p
2, одним из

решений системы �
1 =

p
2 cos';�1 =
p

2 sin'
является ' = ��=4;

5) �p3� i = 2

�
cos

�� 5�
6

�
+ i sin�� 5�

6

��
;

6) cos�� i sin� = cos(��) + i sin(��);

7) sin� + i cos� = cos

��
2
� �� + i sin��

2
� ��;

8) 1 + cos' + i sin', если ' 2 [��;�]: воспользовавшись формулами двойного угла,

получаем:

2 cos2 '
2

+ i2 cos
'
2

sin
'
2

= 2 cos
'
2

�
cos

'
2

+ i sin '
2

� :
Упражнение 5. Найти тригонометрическую форму числа:

1) 1� i; 2) 1� ip3; 3)
1 + i tg�
1� i tg� .

Пример 6. Опишем множество точек, изображающих комплексные числа z, удовлетворя-

ющие уравнению jz � z0j = r, где z 2 R; z0 2 R; r 2 R; r > 0.

1 способ. Пусть z = x+yi, z0 = x0 +y0i, тогда исходное уравнение будет эквивалентно урав-

нению (x�x0)2 +(y�y0)2 = r2. Множество точек, ему удовлетворяющих, есть окружность

радиуса r с центром в точке z0 = x0 + iy0.

2 способ. Нетрудно видеть, что jz � z0j есть расстояние между точками z и z0. Таким

образом, речь идет о всех точках z, для которых расстояние до фиксированной точки z0

есть постоянная величина r. Описанное геометрическое место точек — окружность.

Пример 7. Опишем множество точек, изображающих комплексные числа z, удовлетво-

ряющие уравнению jz � z1j = jz � z2j. Используя геометрическую интерпретацию дляjz � z1j и jz � z2j, получаем, что описанная уравнением jz � z1j = jz � z2j совокупность

9



есть множество точек, равноудаленных от z1 и z2, т. е. серединный перпендикуляр отрезка

[z1; z2].

Упражнение 8. Изобразить на комплексной плоскости множество точек, соответствую-

щих числам z, таким, что:

1) 1 � jz � 2 + ij < 2; 2) j arg zj < �=4; 3) ℑz = 3.

Рассмотрим произведение двух комплексных чисел, записанных в

тригонометрической форме:z1z2 = r(cos' + i sin') � �(cos + i sin ):
Применяя формулы для суммы и разности тригонометрических функ-

ций, получаем:z1z2 = r�(cos' cos � sin' sin + i(sin' sin + cos' cos ))

= r� � cos(' +  ) + i sin(' +  )
� :

В конце полученной цепочки равенств имеем комплексное число, опять

записанное в тригонометрической форме. Его модуль равен r�, аргумент

равен ' +  . Иными словами,jz1z2j = jz1j � jz2j; arg(z1z2) = arg z1 + arg z2 + 2�k (k 2 Z):
В геометрической интерпретации произведению z1z2 соответствует точ-

ка, радиус-вектор которой получен поворотом радиус-вектора точки z1

на угол arg(z2) и растяжением в jz2j раз.

Нетрудно проверить, что, если � 6= 0, то��(cos + i sin )
��1

= ��1
�

cos(� ) + i sin(� )
� ;

поэтому r(cos' + i sin')�(cos + i sin )
=
r� � cos('�  ) + i sin('�  )

� ;
или ����z1z2

���� =
jz1jjz2j ; arg

z1z2

= arg z1 � arg z2:
В геометрической интерпретации частному z1=z2 соответствует точ-

ка, радиус-вектор которой получен поворотом радиус-вектора точки z1

на угол � arg z2 и сжатием в jz2j раз.
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Пример 9. Выполним действия:

1)

(1 + ip3)(1 + i)(cos' + i sin')

= 2

�
cos

�
3

+ i sin �
3

�p
2

�
cos

�
4

+ i sin �
4

�
(cos' + i sin')

= 2
p

2

�
cos

�
7�
12

+ '� + i sin� 7�
12

+ '�� ;

2)

cos' + i sin'
cos � i sin =

cos' + i sin'
cos(� ) + i sin(� )

= cos(' +  ) + i sin(' +  ):
Пример 10. Найдем тригонометрическую форму числа 1+cos'+i sin', если ' 2 [��; �].

Данный пример уже был рассмотрен (пример 4 з). Приведем другой способ решения:

1 + cos' + i sin'
= (cos 0 + i sin 0) + (cos' + i sin')

=

�
cos(�'

2
) + i sin(�'

2
)

��
cos

'
2

+ i sin '
2

�
+

�
cos

'
2

+ i sin '
2

�2

= 2 cos
'
2

�
cos

'
2

+ i sin '
2

� :
Пусть n — произвольное натуральное число. Как и для вещественных

чисел, будем говорить, что � есть n-я степерь комплексного числа z и

записывать � = zn, если � = z � z � : : : � z| {z }n сомножителей

:
Мы уже определили z�1 как число, обратное к z 6= 0. Для произвольногоz 6= 0 определим z0 = 1 и z�n = (z�1)n. Докажем, что

(z�1)n = (zn)�1:
Действительно,

(z�1)nzn = z�1 � : : : � z�1z � : : : � z = (z�1 � : : : � (z�1z) � : : : � z) = 1:
Упражнение 11. Доказать, что

(zm)n = zmn; zmzn = zm+n; zn1 zn2 = (z1z2)n
для произвольных целых m, n.

Используя метод математической индукции, теперь легко доказать

формулу Муавра (A. de Moivre, 1736):�r(cos' + i sin')
�n

= rn� cos(n') + i sin(n')
�;

справедливую для произвольного целого n.
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Пример 12. Вычислим:

(1 + ip3)150 = 2

�
cos

�
3

+ i sin �
3

�150

= 2150

�
cos

150�
3

+ i sin 150�
3

�
= 2150

�
cos(50�) + i sin(50�)

�
= 2150 (cos 0 + i sin 0) = 2150:

Пример 13. Докажем, что если z +
1z = 2 cos �, тоzm +

1zm = 2 cosm�: (8)

Уравнение z +
1z = 2 cos � эквивалентно квадратному уравнению z2 � 2z cos � + 1 = 0. Его

корни3: z1;2 = cos � �pcos2 � � 1 = cos � � i sin �:
Поэтому zn1;2 = cosn�� i sinn�, z�n1;2 = cosn�� i sinn�, откуда сразу следует доказываемое

равенство.

Упражнение 14. Вычислить:

1)
(�1 + ip3)15

(1� i)20 +
(�1� ip3)15

(1 + i)20 ;

2) (1 + cos' + i sin')n .

3. Комплексно сопряженные числа

Напомним, что число a � bi называется (комплексно) сопряженным к

числу a + bi. Для числа сопряженного к z используется обозначение z̄.
Нетрудно видеть, что z̄ = z. Если z задано в тригонометрической формеz = r(cos'+i sin'), то z̄ = r(cos'�i sin') = r(cos(�')+i sin(�')). Таким

образом, аргументы взаимно сопряженных чисел отличаются знаком, а

модули совпадают: jz̄j = jzj, arg z̄ = � arg z.
Выполняются следующие свойства операции сопряжения:z1 + z2 = z̄1 + z̄2; z1 � z2 = z̄1 � z̄2;z1 � z2 = z̄1 � z̄2; z1=z2 = z̄1=z̄2;zz̄ = jzj2; z + z̄ = 2ℜz: (9)

3Обычные формулы для корней квадратного уравнения справедливы и для уравнений с

комплексными коэффициентами. См. раздел 6.
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Докажем, например, первое свойство. Пусть z1 = a + bi, z2 =  + di,
тогда z1 + z2 = (a + ) + (b + d)i = (a + ) � (b + d)i, с другой стороны,z̄1+z̄2 = a�bi+�di = (a+)�(b+d)i. Левая и правая части доказываемого

равенства совпадают. O
ℜ

ℑ
b z = a + bi
b z = a� bi'�'

Упражнение 15. Доказать оставшиеся свойства (9).

Пример 16. Решим уравнение z̄ = z3. 1 способ. Представим z в алгебраической форме:z = x + iy. Уравнение перепишется следующим образом:x� iy = x3 + 3x2yi� 3xy2 � y3i:
Приравнивая действительные и мнимые части, получаем совокупность систем:� x = x3 � 3xy2;�y = 3x2y � y3 или

� x(x2 � 3y2 � 1) = 0;y(y2 � 3x2 � 1) = 0;
откуда � x = 0;y = 0

или

� x = 0;y2 � 3x2 = 1

или

� x2 � 3y2 = 1;y = 0
или

� x2 � 3y2 = 1;y2 � 3x2 = 1;
т. е. � x = 0;y = 0

или

� x = 0;y2 = 1
или

� x2 = 1;y = 0
или

� x2 � 3y2 = 1;y2 � 3x2 = 1:
Последняя система несовместна в R. Действительно, умножая первое уравнение на 3 и

складывая его со вторым, мы получаем 8y2 = �4, что невозможно для действительных y.

Из первых трех систем получаем решения: 0, �i, �1 соответственно.

2 способ. Запишем z в тригонометрической форме: z = r(cos'+ i sin'). Уравнение примет

вид: r(cos(�') + i sin(�')) = r3(cos 3' + i sin 3');
откуда � r = r3;�' = 3' + 2�k; k 2 Z;

т. е.

8<: r = 0 или r = 1;' =
�k
2
; k 2 Z:

Последняя система дает решения: 0, �i, �1.

13



Упражнение 17. Решить уравнения:

1) jzj + z = 8 + 4i;
2) z̄ = z2;

3) jzj � iz = 1� 2i;
4) z2 = z̄3;

5) z2 + zjzj + jz2j = 0.

4. Неравенство треугольника

Утверждение 18 (Неравенство треугольника). Для произвольных ком-

плексных чисел z1, z2 выполняются неравенстваjz1j � jz2j � jjz1j � jz2jj � jz1 + z2j � jz1j + jz2j:
Доказательство. Если одно из чисел, участвующих в неравенствах, рав-

но нулю, то неравенства становятся очевидными. Поэтому будем считать,

что z1 6= 0, z2 6= 0.

Вначале докажем, что jz1 + z2j � jz1j + jz2j. Представим числа z1, z2,z1 + z2 в тригонометрической форме:z1 = r(cos' + i sin');z2 = �(cos + i sin );z1 + z2 = R(cos� + i sin�):
Таким образом,r(cos' + i sin') + �(cos + i sin ) = R(cos� + i sin�):
Приравнивая действительные и мнимые части в последнем равенстве,

получаем: r cos' + � cos = R cos�;r sin' + � sin = R sin�:
Теперь, умножая первое равенство на cos�, а второе — на sin� и скла-

дывая, приходим кr(cos' cos�+ sin' sin�) + �(cos cos�+ sin sin�) = R(cos2�+ sin2�):
Вспоминая формулы тригонометрии, получаем:r cos('� �) + � cos( � �) = R:

14



Так как j cos('��)j � 1, j cos( ��)j � 1, то r + � � R, т. е. jz1j + jz2j �jz1 + z2j.
Воспользуемся только что доказанным неравенством для чисел z1 +z2

и �z2. Получаем: j(z1 +z2)�z2j � jz1 +z2j+ j�z2j, т. е. jz1j � jz1 +z2j+ jz2j,
откуда jz1j � jz2j � jz1 + z2j. Аналогично можно получить jz2j � jz1j �jz1 + z2j, а, следовательно, jjz1j � jz2jj � jz1 + z2j.

Неравенство jz1j � jz2j � jjz1j � jz2jj очевидно.

Замечание 19. Дадим геометрическую интерпретацию неравенству jz1 +z2j � jz1j+ jz2j, только что доказанному чисто алгебраически. На рисунке

ниже стороны треугольника OAC равны OA = jz1j, AC = OB = jz2j,OC = jz1 + z2j. Неравенство jz1 + z2j � jz1j + jz2j выражает тот факт, что

сторона треугольника не превосходит суммы двух других сторон.

O ℜ

ℑ A
B Cjz1jjz2j jz1 + z2j

Пример 20. Докажем, что если jzj < 1

2
, тоj(1 + i)z3 + izj < 3

4
:

Из неравенства треугольника получаем: j(1 + i)z3 + izj � j(1 + i)z3j + jizj. Величина в

правой части последнего неравенства по правилу вычисления модуля произведения равнаj1 + ijjzj3 + jijjzj =
p

2jzj3 + jzj. Так как jzj < 1

2
, тоp

2jzj3 + jzj < p
2

1

23
+

1

2
< 3

4
:

Проследив всю цепочку рассмотренных неравенств, получаем доказываемое.

Упражнение 21. Доказать, что если jzj � 2, то 1 � jz2 � 5j � 9.
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5. Корни из комплексных чисел

Пусть n 2 N. Число z называется значением корня n-й степени из числа�, если zn = �. Легко видеть, что � = 0 обладает единственным (нулевым)

значением корня произвольной натуральной степени.

Пусть � 6= 0, тогда, очевидно, z 6= 0.

Представим � в тригонометрической форме: � = �(cos + i sin ).

Мы ищем такое z = r(cos' + i sin'), что zn = �. Воспользовавшись

формулами Муавра, последнее равенство перепишем в видеrn � cos(n') + i sin(n')
�

= �(cos + i sin ):
Так как для ненулевого комплексного числа модуль определен однознач-

но, а аргумент с точностью до 2�k, где k 2 Z, то rn = �, а n' =  + 2�k.

Получаем: r = np�; ' =
 + 2�kn

(для вычисления r используется арифметическое значение корня np�).
Итак, для произвольного k 2 Z каждое из чиселz = np� cos

 + 2�kn + i sin  + 2�kn !
(10)

является значением корня n-й степени из числа � = �(cos + i sin ).

Выясним, есть ли среди чисел (10) совпадающие. Разделим произ-

вольное k 2 Z на n с остатком, т. е. представим k в виде k = np + q
(напомним, что в данном случае p называется частным, q — остатком,

0 � q < n). Подставляя это выражение для k в (10), получаем:z = np��cos
 + 2�(np + q)n + i sin  + 2�(np + q)n �

= np��cos
 + 2�qn + i sin  + 2�qn � :

С другой стороны, при значениях k = 0; 1; : : : ; n � 1 все числа в (10),

различны: их аргументы различны и отличаются не более, чем на 2�.

Подводя итог, получаем, что произвольное ненулевое комплексное чис-

ло � = �(cos + i sin ) обладает n различными значениями корня n-й
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степени из единицы; все эти значения можно получить по формуле:np� = np� cos
 + 2�kn + i sin  + 2�kn !

(k = 0; 1; : : : ; n� 1): (11)

Заметим, что значки радикалов, встречающиеся в (11), имеют разный

смысл: в правой части np� означает арифметическое значение корня из

положительного (действительного) числа, в левой — множество всевоз-

можных значений корня из комплексного числа.

Из (11) легко видеть, что на комплексной плоскости все значения

корня находятся на одинаковом расстоянии ( np�) от точки 0, кроме того,

угол с вершиной в 0 между направлениями на соседние значения корня

постоянен и равен 2�=n. Таким образом, точки комплексной плоскости,

соответствующие всем значениям корня степени n � 3 из одного и

того же числа, находятся в вершинах правильного n-угольника.

O ℜ

ℑ

b
� �

b
z0np�b

z1

b
z2

bz3

bz4

  =n
Пример 22. Найдем все значения 3

p�8. Заметим, что одно (вещественное) значение корня
3
p�8 нам известно. Это �2. Представим �8 в тригонометрической форме: �8 = 8(cos� +
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i sin�). По формуле (11) имеем:

3
p�8 =

3
p

8

�
cos

� + 2�k
3

+ i sin � + 2�k
3

�
(k = 0; 1; 2):

Итак, 3
p�8 имеет следующие значения:z0 = 2

�
cos

�
3

+ i sin �
3

�
= 1 + ip3;z1 = 2 (cos� + i sin�) = �2;z2 = 2

�
cos

5�
3

+ i sin 5�
3

�
= 1� ip3:

Упражнение 23. Вычислить

1) 4

s� 18

1 + ip3
;

2) 3

s
1� 5i
1 + i � 5

1 + 2i
2� i + 2.

Упражнение 24.

1) Найти ошибку в следующем «доказательстве»: известно, что
pa � pb =

pab;
следовательно,

p�1 � p�1 =
p

(�1) � (�1); откуда (
p�1)2 =

p
1, т. е. �1 = 1.

2) Найдите все значения корня
p�1.

Утверждение 25. Mножество всех значений корня np�� можно полу-

чить домножая произвольное частное значение корня np� на все значе-

ния np� (� 6= 0, � 6= 0).

Доказательство. Пусть z — частное значение корня np�, т. е. zn = �,
поэтому (zx)n = znxn = �� для любого значения x корня np�, следова-

тельно, zx — частное значение np� . Когда x пробегает все n значенийnp�, произведение zx принимает n разных значений np��, т. е. все значе-

ния np��.
5.1. Корни из единицы

Согласно (11) множество значений корня n-й степени из 1 = cos 0 + i sin 0

можно получить по формуле"k = cos
2�kn + i sin 2�kn (k = 0; 1; : : : ; n� 1): (12)

Легко видеть, что "k = ("1)
k (k = 0; 1; : : : ; n� 1):
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Пример 26.

1)
1
p

1 = 1 (одно значение).

2)
2
p

1 = f1;�1g (два значения).

3)
3
p

1. "0 = 1, "1 = cos
2�
3

+ i sin 2�
3

= � 1

2
+ ip3

2
, "2 = cos

4�
3

+ i sin 4�
3

= � 1

2
� ip3

2
.

4)
4
p

1 = f�1;�ig.
5)

6
p

1 =

(�1;� 1

2
� ip3

2

)
.

Все значения корня 6-й степени из 1 изображены на рисунке.

O
ℜ

ℑ

b
1

b

1

2
+

p
3

2
i

b

�1

2
+

p
3

2
i

b
�1

b�1

2
� p

3

2
i b

1

2
� p

3

2
i

Упражнение 27. Найти все значения
12
p

1.

Пример 28. Вычислим 3
p�8. Данный пример уже рассматривался (пример 22). Приведем

другой способ его решения, основанный на свойстве, установленном в конце предыдущего

параграфа. Одним из частных значений 3
p�8, очевидно, является �2. С другой стороны,

3
p

1 имеет значения: 1, � 1

2
� ip3

2
. Поэтому все значений 3

p�8 исчерпываются тремя чис-

лами: �2, 1� ip3.

Пример 29. Найдем сумму всех значений корня n-й степени из 1. При n = 1 данная

сумма, очевидно, равна 1. При n > 1, так как "k = ("1)k , то упомянутая сумма есть сумма

начального отрезка геометрической прогрессии. Имеем:

1 + "1 + "2 + : : : + "n�1 = 1 + "1 + "2
1 + : : : + "n�1

1 =
1� "n1
1� "1

:
Так как ("1)n = 1, то сумма равна 0.

Упражнение 30.

1) Найти произведение всех корней n-й степени из 1.
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2) Найти произведение s-х степеней всех корней n-й степени из 1, если s 2 N.

3) Найти сумму s-х степеней всех корней n-й степени из 1, если s 2 N.

Упражнение 31. Вычислить 1 + 2" + 3"2 + : : : + n"n�1, если " — корень n-й степени из 1.

Упражнение 32. Решить уравнения:

1) (x + 1)n � (x� 1)n = 0;

2) (x + i)n + (x� i)n = 0.

Утверждение 33. Произведение и частное любых двух значений корняn-й степени из 1 является корнем n-й степени из 1.

Доказательство. Пусть ", "0 — некоторые значения корня n-й степе-

ни из 1, тогда "n = 1 и "0n = 1, следовательно, (""0)n = "n"0n = 1 и

("="0)n = "n="0n = 1, таким образом, ""0, "="0 являются значениями корняn-й степени из 1.

Упражнение 34. Доказать, что произведение корня n-й степени из 1 на корень m-й сте-

пени из 1 есть корень степени mn из 1.

Упражнение 35. Доказать, что если m и n взаимно просты, то все корни степени mn из

1 получаются умножением корней степени m из 1 на корни степени n из 1.

5.2. Первообразные корни

Корень " n-й степени из 1 называется первообразным, или примитив-

ным, если "m 6= 1 для любого натурального m < n (т. е. " не является

корнем из единицы никакой меньшей степени). В данном случае говорят

также, что " принадлежит показателю n. Из определения сразу вытека-

ет, что произвольное число " может принадлежать лишь одному показа-

телю. Легко видеть, что "1 = cos
2�n + i sin 2�n

является первообразным корнем.

Утверждение 36. Для того, чтобы корень " n-й степени из 1 являлся

первообразным, необходимо и достаточно, чтобы величины"; "2; : : : ; "n�1; "n = 1 (13)

исчерпывали все значения
np

1.
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Замечание 37. Утверждение о том, что величины (13) исчерпывают все

значения корня n-й степени из 1 эквивалентно тому, что они попарно

различны.

Доказательство. Необходимость. Предположим противное: среди вели-

чин (13) нашлось две равных, например, "k = "l для некоторых натураль-

ных k, l, причем 1 � k < l � n. Тогда "l�k = 1, l� k > 0, следовательно," не является первообразным.

Достаточность. Так как величины (13) исчерпывают все значения корняn-й степени из 1, то, в частности, "m 6= "n = 1 для всякого натуральногоm < n, следовательно, " — первообразный.

Утверждение 38. Пусть " — первообразный корень n-й степени из 1,

тогда для того, чтобы "m = 1, необходимо и достаточно, чтобы m
было кратно n.

Доказательство. Необходимость. Разделим m с остатком на n: имеемm = np + r для некоторых натуральных p и r (0 � r < n), поэтому

1 = "m = "np"r = "r:
Итак, "r = 1. Так как " — первообразный и 0 � r < n, то r = 0.

Достаточность. Имеем m = np, следовательно, "m = ("n)p = 1.

Следствие 39. Если корень " m-й степени из 1 принадлежит показа-

телю n, то m кратно n.

Утверждение 40. Пусть " — первообразный корень n-й степени из 1,

тогда для того, чтобы "k был также первообразным n-й степени, необ-

ходимо и достаточно, чтобы НОД(n; k) = 1.

Доказательство. Необходимость. Предположим противное: " и "k —

первообразные, однако НОД(n; k) = d > 1. Имеем n = n0d, k = k0d для

некоторых натуральных n0, k0, причем, так как d > 1, то n0 < n. Однако

("k)n0
= "kn0

= "k0dn0
= "k0n = ("n)k0

= 1:
Так как n0 < n, то "k не является первообразным корнем.

Достаточность. Предположим теперь, что " — первообразный корень,

НОД(n; k) = 1, однако ("k)m = 1 для некоторого натурального m < n
(т. е. "k не является первообразным). Из утверждения 2 следует, что km
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кратно n, однако НОД(n; k) = 1, поэтому m кратно n, что невозможно,

так как m < n.

Следствие 41. Величина"k = cos
2�kn + i sin 2�kn (k = 0; 1; : : : ; n� 1)

является первообразным корнем n-й степени из 1 тогда и только тогда,

когда НОД(n; k) = 1.

Доказательство. Применим к первообразному корню " = "1 утвержде-

ние 3.

Пример 42. Найдем все первообразные корни из 1 степени:

1) 1, ответ: 1;

2) 2, один первообразный корень: "1 = �1;

3) 3, два первообразных корня: "1;2 = � 1

2
� ip3

2
;

4) 4, два первообразных корня: "1;3 = �i;
5) 6, два первообразных корня: "1;5 =

1

2
� ip3

2
;

6) 8, выпишем все натуральные числа, не превосходящие n = 8 и взаимно простые

с ним: 1, 3, 5, 7; первообразными корнями являются:"1 = cos
2�
8

+ i sin 2�
8

=

p
2

2
+ ip2

2
;"3 = cos

3 � 2�
8

+ i sin 3 � 2�
8

= �p2

2
+ ip2

2
;"5 = cos

5 � 2�
8

+ i sin 5 � 2�
8

= �p2

2
� ip2

2
;"7 = cos

7 � 2�
8

+ i sin 7 � 2�
8

=

p
2

2
� ip2

2
:

Упражнение 43. Найти все первообразные корни из 1 степени 12.

Упражнение 44. Для каждого корня 1) 16-й; 2) 20-й; 3) 24-й степени из единицы указать

показатель, к которому он принадлежит.

Упражнение 45. Вычислить сумму 1 + "+ "2 + : : : + "n�1, если " — первообразный корень

степени 2n из 1.

Из утверждения 3 следует, что число первообразных корней n-й сте-

пени из 1 совпадает с количеством '(n) натуральных чисел, не превосхо-

дящих n и взаимно простых с ним. Функция '(n) называется функцией

Эйлера. Она играет существенную роль в теории чисел.
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Упражнение 46. Пусть " — первообразный корень n-й степени из 1. Доказать, что (1 �")(1� "2) : : : (1� "n�1) = n.

Упражнение 47. Доказать, что произведение длин всех сторон и диагоналей, проведен-

ных из одной вершины правильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса 1,

равно n.

Упражнение 48. Доказать, что если m и n взаимно просты, то произведение первообраз-

ного корня из 1 степени m на первообразный корень из 1 степени n есть первообразный

корень из 1 степени mn и обратно.

Упражнение 49. Доказать, что если m и n взаимно просты, то '(mn) = '(m)'(n), поль-

зуясь тем, что '(n) есть число первообразных корней степени n.

5.3. Круговые многочлены

Круговым многочленом, или многочленом деления круга, показателя n
называется выражение�n(x) = (x� �1)(x� �2) : : : (x� �s);
где �1; �2; : : : ; �s — первообразные корни n-й степени из 1.

Пример 50.

1) �1(x) = x� 1;

2) �2(x) = x + 1;

3) �3(x) =

 x +
1

2
� ip3

2

! � x +
1

2
+ ip3

2

!
= x2 + x + 1;

4) �4(x) = (x� i)(x + i) = x2 + 1;

5) �6(x) =

 x� 1

2
� ip3

2

! �  x� 1

2
+ ip3

2

!
= x2 � x + 1.

Утверждение 51. Справедливо равенствоxn � 1 = ∏mjn�m(x);
где произведение берется по всем натуральным делителям m числа n.

Доказательство. Чтобы перечислить все корни n-й степени из 1, вос-

пользуемся следующей процедурой. Для каждого делителя m числа n
выпишем все корни, принадлежащие показателю m. Из утверждения 2

следует, что таким образом мы перечислим все корни n-й степени из 1 и

каждый по одному разу. Доказываемое теперь следует из разложенияxn � 1 = (x� 1)(x� "1) : : : (x� "n�1):
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Пример 52. Выпишем �5(x), �10(x).

1) Делителями n = 5 являются 1, 5, поэтому x5 � 1 = �1(x)�5(x), отсюда�5(x) =
x5 � 1�1(x)

= x4 + x3 + x2 + x + 1:
2) Делителями n = 10 являются числа 1, 2, 5, 10, поэтому x10�1 = �1(x)�2(x)�5(x)�10(x),

отсюда �10(x) =
x10 � 1�1(x)�2(x)�5(x)

=
(x10 � 1)�1(x)�1(x)�2(x)(x5 � 1)

=
x5 + 1�2(x)

=
x5 + 1x� 1

=

= x4 � x3 + x2 � x + 1:
Упражнение 53. Найти

1) �12(x); 2) �15(x); 3) �105(x).

Упражнение 54. Пусть p — простое, а k — натуральное число. Найти

1) �p(x); 2) �pk (x).

Упражнение 55. Пусть p, q — неравные простые числа. Доказать, что�pq =
(xpq � 1)(x� 1)

(xp � 1)(xq � 1)
:

Упражнение 56. Доказать, что при нечетном n, большем 1, справедливо �2n(x) = �n(�x).

Упражнение 57. Пусть n кратно d. Доказать, что первообразными корнями степени nd
из 1 являются все корни d-й степени из всех первообразных корней n-й степени из 1 и

только они.

Упражнение 58. Пусть m = pk1
1 pk2

2 : : : pkss , n = p1p2 : : : ps, где p1; : : : ; ps — попарно

различные простые числа, Доказать, что�m(x) = �n(xmn ):
Упражнение 59. Найти �10000(x).

Упражнение 60. Пусть p — простое число, не делящее n. Доказать, что�pn =
�n(xp)�n(x)

:
Упражнение 61. Найти �n(1).

Упражнение 62. Найти �n(�1).

5.4. Квадратные корни из комплексных чисел

Квадратным корнем из комплексного числа z = a + bi является такое

число x+ iy, что (x+ iy)2 = a+bi. Пусть z 6= 0, тогда a+bi = x2 +2xyi�y2,

или � a = x2 � y2;b = 2xy: (14)
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Возведем оба уравнения системы в квадрат и прибавим к первому вто-

рое: a2 +b2 = x4 +2x2y2 +y2, отсюда a2 +b2 = (x2 +y2)2. Так как x2 +y2 > 0,

то x2 + y2 =
pa2 + b2. Рассмотрим это уравнение вместе с первым урав-

нением системы (14): � x2 + y2 =
pa2 + b2;x2 � y2 = a:

Отсюда, x2 =
1

2
( a +

pa2 + b2);y2 =
1

2
(�a +

pa2 + b2): (15)

Каждое из этих двух соотношений дает два разных значения для x
и y. Комбинируя их, мы можем получить четыре различных комплекс-

ных числа, однако не все они удовлетворяют системе (14): как видно из

второго уравнения, знаки x и y должны совпадать, если b > 0, и разли-

чаться, если b < 0. Если b = 0, т. е. число z — вещественное, то либо x,

либо y равно нулю. В разделе 5 мы видели, что корень n-й степени из

произвольного ненулевого комплексного числа имеет ровно n значений.

Таким образом, для n = 2 эти значения получаются по формулам (15),

скомбинированным с приведенным правилом выбора знака.

Пример 63. Найдем все значения
4
p

2� ip12. Сначала найдем все значения корня квад-

ратного из 2 � ip12. Из (15) имеем x2 = 3, y2 = 1. Так как мнимая часть подкоренного

числа отрицательна, то
p

2� ip12 = �(
p

3 � i). Вычислим теперь
pp

3� i. Получаемx2 =
1

2
(
p

3 + 2), y2 =
1

2
(�p3 + 2). Отсюдаqp

3� i = �0�sp
3 + 2

2
� is �p

3 + 2

2

1A = � 1 +
p

3

2
+

1�p
3

2
i! :

Теперь необходимо найти
p�p3 + i. По утверждению 25 оба значения этого корня от-

личаются от соответствующих значений
pp

3� i множителем i. Итак, значениями корня

являются � 1 +
p

3

2
+

1�p
3

2
i! ; � � 1 +

p
3

2
+

1 +
p

3

2
i! :

Упражнение 64. Найти

1)
p�8i, 2)

p
3� 4i.

Упражнение 65. Из (15) вывести формулы синуса и косинуса половинного аргумента.

25



6. Уравнения второй, третьей и четвертой степени

6.1. Квадратные уравнения

Уравнением второй степени, или квадратным уравнением, называется

уравнение ax2 + bx +  = 0, где a 6= 0. Делением его на a получаем

уравнение, равносильное исходному:x2 + px + q = 0: (16)

Для его решения воспользуемся способом выделения полного квадрата.

В правой части имеем:x2 + 2xp
2

+

 p
2

!2 � p
2

!2

+ q =

 x +
p
2

!2 � p
2

!2

+ q:
Уравнение примет вид x +

p
2

!2

=

 p
2

!2 � q; откуда x +
p
2

=

vuut p
2

!2 � q:
Квадратный корень в последней формуле имеет два значения, отличаю-

щиеся знаком. Примем для них обозначение �p . Итак, уравнение (16)

имеет в общем случае два решенияx1;2 = �p
2
�vuut p

2

!2 � q:
Дискриминантом уравнения (16) называетсяD =

vuut p
2

!2 � q:
Легко видеть, что если D = 0, то уравнение (16) имеет один комплексный

корень. Если D 6= 0, то уравнение (16) имеет два различных комплексных

корня.
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Пример 66. x2 � (2 + i)x + (�1 + 7i) = 0.x1;2 =
2 + i

2
�s 3 + 4i

4
+ 1� 7i =

2 + i
2

� p
7� 24i

2
:

Для нахождения всех значений квадратного корня воспользуемся методами из предыдуще-

го раздела: x2 =
1

2
( 7 +

p
72 + 242) = 16;y2 =

1

2
(�7 +

p
72 + 242) = 9:

Отсюда
p

7� 24i = �(4� 3i), следовательно,x1;2 =
2 + i

2
� 4� 3i

2
:

Итак, x1 = 3� i, x2 = �1 + 2i.
Упражнение 67. Решить уравнения:

1) x2 � (3� 2i)x + (5� 5i) = 0;

2) (2 + i)x2 � (5� i)x + (2� 2i) = 0.

Упражнение 68. Решить уравнения:

1) x4 � 3x2 + 4 = 0;

2) x4 � 30x2 + 289 = 0.

Упражнение 69. Составить формулу для решения биквадратного уравнения x4 +px2 +q =

0 с вещественными коэффициентами, удобную в случае p2=4� q < 0.

6.2. Кубические уравнения

После замены y = x� a
3

в уравнении третьей степени y3 +ay2 + by+  = 0

исчезает член с квадратом неизвестной y. Уравнение примет видx3 + px + q = 0: (17)

Его решения будем искать в видеx = � + �; (18)

где �, � — некоторые комплексные числа, связанные помимо (18) другим

отношением, которое мы определим ниже. После подстановки (18) в (17)

получаем: �3 + 3�2� + 3��2 + p� + p� + q = 0;
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откуда �3 + �3 + �(3�� + p) + �(3�� + p) + q = 0;
следовательно, �3 + �3 + (� + �)(3�� + p) + q = 0: (19)

Пусть

3�� + p = 0; (20)

тогда (19) примет вид �3 + �3 = �q: (21)

Переписывая (21) и возводя (20) в куб, получим систему8<: �3 + �3 = �q;�3�3 = � p3

27
:

Используя теорему Виета, получаем, что �3, �3 являются решениями

следующего квадратного уравненияz2 + qz � p3

27
= 0;

поэтому � =
3

vuut�q
2

+

sq2

4
+
p3

27
; � =

3

vuut�q
2
�sq2

4
+
p3

27
: (22)

Среди всевозможных комбинаций �, � необходимо выбрать лишь те,

которые удовлетворяют условию (20). Легко видеть, что таким образом

будет получено 3 решения (для каждого � из (20) можно определить

единственное �). Формулы (18, 22) называются формулами Кардано.

На практике из (22) выбирают какую-нибудь пару �1, �1, удовлетво-

ряющую (20); решениями уравнения (17) являются числаx1 = �1 + �1;x2 = �1" + �1"2 = ��1 + �1

2
� i�1 � �1

2

p
3;x3 = �1"2 + �1" = ��1 + �1

2
+ i�1 � �1

2

p
3;

где " = �1

2
+

p
3

2
i: (23)
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Упражнение 70. Проверить, что x2, x3 удовлетворяют условию (20).

Пример 71. y3 +3y2�6y+4 = 0. После подстановки y = x�1 исходное уравнение примет

вид: x3 � 9x + 12 = 0. Имеем:� =
3

vuut� 12

2
+

s
144

4
� 93

27
=

3
p�6 +

p
9 = 3

p�6� 3 = � 3
p

3;� = 3
p�6 + 3 = � 3

p
9:

Поэтому x1 = �� 3
p

3 +
3
p

9
� ;x2;3 =

3
p

3 +
3
p

9

2
� i 3

p
3� 3

p
9

2

p
3:

Отсюда y1 = ��1 +
3
p

3 +
3
p

9
� ;y2;3 =

3
p

3 +
3
p

9� 2

2
� i 3

p
3� 3

p
9

2

p
3:

6.3. Кубические уравнения с действительными коэффициентами

Пусть в уравнении (17) параметры p, q — действительные числа. В зави-

симости от знака выражения q2=4 + p3=27 в формулах Кардано (22) при-

ходится вычислять корень квадратный либо из положительного, либо из

нулевого, либо из отрицательного (действительного) числа. Рассмотрим

каждый из этих случаев.

1) q2=4 + p3=27 > 0. Под знаком кубичного радикала в (22) стоят дей-

ствительные числа. Вещественные значения этих корней дадут действи-

тельный корень �1 + �1. Два других корня, вычисленных по формулам

(23), очевидно, будут взаимно сопряженными комплексными (см. пример 71).

2) q2=4 + p3=27 = 0. В этом случае �1 = �1, поэтому x1 = 2�1, x2 =x3 = ��1. Все корни действительные.

3) q2=4 + p3=27 < 0 (так называемый «неприводимый случай»). Пустьz = �q
2

+ is�q2

4
� p3

27
= r(cos' + i sin')

(в данном случае радикал означает арифметическое значение корня). Для

числа z определим модуль r:r =

sq2

4
� q2

4
� p3

27
=

s� p3

27
;
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и аргумент ':r cos' = �q
2
; следовательно, cos' = �q

2

s�27p3
:

Из формул Кардано (22) следует, что�1 = 3
pz = 3

pr cos
'
3

+ i sin '
3

! ; �1 =
3
pz̄ = 3

pr cos
'
3
� i sin '

3

! :
Легко проверить, что �1�1 = �p=3, поэтому по формулам (23) получаем:x1 = �1 + �1 = 2 3

pr cos
'
3

= 2

s�p
3

cos
'
3
;x2;3 = �"1;2 + �"2;1

= 3
pr�cos

�'
3
� 2�

3

�
+ i sin�'

3
� 2�

3

��
+ 3
pr�cos

��'
3
� 2�

3

�
+ i sin��'

3
� 2�

3

��
= 2 3

pr cos

�'
3
� 2�

3

�
= �2 3

pr cos

�'
3
� �

3

�
= �2 3

s�p
3

cos

�'
3
� �

3

� :
Итак, в «неприводимом» случае все три корня уравнения веществен-

ные и различные и могут быть найдены по формулам:x1 = 2

s�p
3

cos
'
3
;x2;3 = �2 3

s�p
3

cos

�'
3
� �

3

� ;
где cos' = �q

2

s�27p3

(24)

(так называемое «тригонометрическое» решение).
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Заметим, что в данном случае несмотря на то, что все три корня

действительные, нам не удалось их выразить через радикалы от дей-

ствительных же чисел: в формулах (22) приходится извлекать кубичный

корень из комплексного (не действительного) числа, а в (24) встречаются

трансцендентные функции. Можно показать, что в общем случае (т. е. для

уравнения с буквенными коэффициентами) это невозможно, хотя в част-

ных примерах иногда удается представить вещественные корни кубич-

ного уравнения через радикалы от действительных чисел (см. примеры

ниже).

Пример 72. x3 � 6x + 4 = 0. По формулам (22) получаем� =
3
p�2 +

p
4� 8 = 3

p�2 + 2i;� =
3
p�2�p

4� 8 = 3
p�2� 2i:

Здесь кубичный корень удается извлечь «точно». Например, �1 = 1 + i, �1 = 1� i. Прямой

подстановкой в (20) убеждаемся, что условие (20) выполнено. Решения:x1 = (1 + i) + (1� i) = 2;x2 = (1 + i)(� 1

2
+

p
3

2
i) + (1� i)(� 1

2
� p

3

2
i) = �1�p

3;x3 = (1 + i)(� 1

2
� p

3

2
i) + (1� i)(� 1

2
+

p
3

2
i) = �1 +

p
3:

Пример 73. x3 � 19x + 30 = 0. По формулам (24) получаем (приближенные вычисления с

точностью до 4 значащих цифр): p = �19; q = 30;
cos' = � 30

2

s
27

193 � �0; 9412; откуда ' � 160Æ160; '
3
� 53Æ250;x1 = 2

s
19

3
cos 53Æ250 � 3; 002;x2 = �2

s
19

3
cos 113Æ250 � 1; 999;x3 = �2

s
19

3
cos 6Æ350 � �5; 002:

Легко проверить, что точными значениями решений уравнения являются целые числа 3, 2,�5.

6.4. Уравнения четвертой степени

Опишем способ Феррари (L. Ferrari, 1545) для решения уравнения чет-

вертой степени y4 + ay3 + by2 + y + d = 0: (25)
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Легко проверить, что для произвольного значения параметра � уравнение

(25) можно представить в виде: x2 +
a
2
x +

�
2

!2 � " a2

4
+ �� b!x2 +

 a�
2
� !x +

 �2

4
� d!# = 0:

(26)

Подберем � так, чтобы выражение в квадратных скобках было квадратом

двучлена, зависящего от x. Для этого необходимо приравнять к нулю

дискриминант этого выражения: a�
2
� !2 � 4

 a2

4
+ �� b! �2

4
� d! = 0: (27)

Таким образом, взяв любой корень � уравнения (27), мы сможем разло-

жить левую часть (26) на линейные множители и тем самым отыскать

корни исходного уравнения. Вспомогательное кубическое уранение (27)

называется резольвентой.

Пример 74. x4 � 2x3 + 2x2 + 4x� 8 = 0. Резольвента имеет вид:�� 2�
2
� 4

�2 � 4

 
(�2)2

4
+ �� 2

! �2

4
+ 8

!
= 0:

После раскрытия скобок и приведения подобных получаем:�3 � 2�2 + 24�� 48 = 0;�2(�� 2) + 24(�� 2) = 0;
(�� 2)(�2 + 24) = 0:

Одним из корней является � = 2. Воспользовавшись (26), левую часть исходного уравнения

запишем в виде
(x2 � x + 1)2 � (x2 � 6x + 9)

= (x2 � x + 1)2 � (x� 3)2

= (x2 � x + 1� x + 3)(x2 � x + 1 + x� 3)

= (x2 � 2x + 4)(x2 � 2):
Раскладывая на линейные множители, получаем следующие корни: 1� ip3, �p2.

6.5. Уравнения высших степеней

Мы с вами увидели, что корни алгебраического уравнения степени не

выше 4 с буквенными коэффициентами можно выразить через коэффи-

циенты этого уравнения при помощи конечного числа действий сложе-

ния, вычитания, умножения, деления и знаков корня (говорят, что общее
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уравнение степени не выше 4 разрешимо в радикалах). Н. Абель (N. Abel)

в 1826 г. показал, что для алгебраических уравнений степени выше 4 это-

го сделать нельзя, иными словами, общее уравнение степени 5 и выше

неразрешимо в радикалах. Результат Абеля не исключал возможности,

что корни каждого конкретного уравнения (с числовыми коэффициен-

тами) степени выше 4 выражаются с помощью некоторой комбинации

арифметических операций и операций извлечения корня над коэффици-

ентами исходного уравнения. Уравнения любой степени частных видов

решаются в радикалах (например, двучленное уравнение xn�a = 0). Пол-

ное решение вопроса о том, при каких условиях алгебраическое уравне-

ние разрешимо в радикалах было получено Э. Галуа (E. Galois) в 1830 г.

Из результатов Галуа, например, следует, что для любой степени выше

4 найдутся уравнения с рациональными (и даже целыми) коэффициен-

тами, неразрешимые в радикалах. Простым примером такого уравнения

может служить x5 � 4x� 2 = 0.

6.6. Разные задачи

Пример 75. Выразим в радикалах cos
2�
5

, sin
2�
5

. Число cos
2�
5

+ i sin 2�
5

является перво-

образным корнем 5-й степени из 1 и поэтому одним из решений уравнения x5 � 1 = 0 или�5(x) = 0. Таким образом, задача сводится к разысканию решений уравнения x4 +x3 +x2 +x + 1 = 0. Это уравнение возвратное. Так как x = 0 не является его корнем, то мы можем

записать: x2 + x + 1 +
1x +

1x2
= 0; (28)

или  x2 +
1x2

!
+

�x +
1x� + 1 = 0:

Пусть u = x +
1x ; (29)

тогда u2 = x2 + 2 +
1x2 и (28) примет вид u2 + u � 1 = 0. Корни последнего уравнения:u1;2 = � 1

2
� p

5

2
. Теперь из (29) имеем:x1;2 =

p
5

4
� 1

4
� i 1

4

p
2
p

5 +
p

5;x3;4 = �p5

4
� 1

4
� i 1

4

p
2
p

5�p
5:
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Очевидно, cos
2�
5

+ i sin 2�
5

= x1. Таким образом,

cos
2�
5

=

p
5

4
� 1

4
; sin

2�
5

=
1

4

p
2

q
5 +

p
5:

Упражнение 76. Разработать метод построения при помощи циркуля и линейки правиль-

ного пятиугольника, вписанного в окружность заданного радиуса.

Пример 77. Составим алгебраическое уравнение с целыми коэффициентами, корнем ко-

торого является длина стороны правильного 14-угольника, вписанного в круг радиуса 1.

Обозначим сторону упомянутого 14-угольника через d. Легко видеть, что d = 2 sin
�
14

=

2 cos
3�
7

. Пусть " = cos
3�
7

+ i sin 3�
7

= cos
3 � 2�

14
+ i sin 3 � 2�

14
;

тогда d = " + "�1. Заметим, что " является первообразным корнем 14-й степени из 1 и

поэтому корнем кругового многочлена�14(x) =
x14 � 1�(x)1�(x)2�(x)7

=
(x14 � 1)�(x)1�(x)1�(x)2(x7 � 1)

=
x7 + 1x + 1

=

= x6 � x5 + x4 � x3 + x2 � x + 1:
Поделив уравнение x6 � x5 + x4 � x3 + x2 � x + 1 = 0 на x3, получим�x3 +

1x3

���x2 +
1x2

�
+

�x +
1x�� 1 = 0

и после преобразований:�x +
1x�3 ��x +

1x�2 � 2

�x +
1x� + 1 = 0;

т. е. d3 � d2 � 2d + 1 = 0. Это и есть искомое уравнение.

Упражнение 78. Решить уравнения:

1) z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;

2) z4 � 4z3 + 7z2 � 16z + 12 = 0.

Упражнение 79. Решить уравнения:

1) z4 + 6z3 + 9z2 + 100 = 0;

2) z4 + 2z2 � 24z + 72 = 0.

7. Вычисление сумм и произведений

с помощью комплексных чисел

Перед разбором примеров данного раздела напомним формулу бинома

Ньютона

(a + b)n =
n
∑k=0

�nk� an�kbk; (30)
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где n — любое натуральное, а a и b — любые комплексные числа. Коэф-

фициенты разложения�nk� =
n � (n� 1) � : : : � (n� k + 1)k!

=
n!k! (n� k)!

называются биномиальными коэффициентами. Как обычно, n! — фак-

ториал числа n, т. е. произведение натуральных чисел от 1 до n:n! = 1 � 2 � 3 � : : : � n:
Полагают также 0! = 1. По формуле (30), в частности, получаем:

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2;
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3;

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4;
(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5:

Биномиальные коэффициенты обладают следующими свойствами:�n
0

�
= 1; �n

1

�
= n; �nk� =

� nn� k� ; (31)�nk� =

�n� 1k �
+

�n� 1k � 1

� : (32)

Первые три очевидны. Четвертое можно вывести, сравнивая коэффици-

енты в левой и правой частях равенства (a + b)n = (a + b)n�1(a + b), а

можно проверить непосредственно. Сделаем это:�n� 1k �
+

�n� 1k � 1

�
=

(n� 1)!k! (n� 1� k)!
+

(n� 1)!

(k � 1)! (n� k)!
:

Чтобы привести дроби к общему знаменателю k!(n�k)!, домножим чис-

литель и знаменатель первого слагаемого на n�k, а второго — на k. Тогда

получим:

(n� 1)! (n� k)k! (n� k)!
+

(n� 1)! kk! (n� k)!
=

(n� 1)! (n� k + k)k! (n� k)!
=

n!k! (n� k)!
=

�nk� :
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Равенства (31), (32) позволяют выписать биномиальные коэффициен-

ты, в следующую таблицу, называемую треугольником Паскаля:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Здесь каждое число равно сумме двух соседних чисел, стоящих строкой

выше. Тогда в n-й строке на k-м месте получаем биномиальный коэффи-

циент

�nk�. В частности, рассматривая, например, 6-ю строку треуголь-

ника Паскаля, выводим формулу:

(a + b)6 = a6 + 6a5b + 15a4b2 + 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6:
Формула бинома Ньютона может теперь быть доказана по индукции.

Основание индукции при n = 1 очевидно: в левой и правой частях ра-

венства (30) стоят тождественно равные выражения a + b. Индуктивный

переход осуществляем из предположения, что формула бинома Ньютона

верна для показателя степени равного n� 1:

(a + b)n�1 =
n�1

∑k=0

�n� 1k � an�1�kbk; (33)

Докажем, что тогда справедливо (30). Действительно, имеем

(a + b)n = (a + b)(a + b)n�1 = (a + b) n�1

∑k=0

�n� 1k � an�1�kbk =

= a n�1

∑k=0

�n� 1k � an�1�kbk + b n�1

∑k=0

�n� 1k � an�1�kbk =

=
n�1

∑k=0

�n� 1k � an�kbk +
n�1

∑k=0

�n� 1k � an�1�kbk+1 =
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=
n�1

∑k=0

�n� 1k � an�kbk +
n
∑k=1

�n� 1k � 1

� an�kbk =

= an +
n�1

∑k=1

�n� 1k � an�kbk +
n�1

∑k=1

�n� 1k � 1

� an�kbk + bn =

= an +
n�1

∑k=1

��n� 1k �
+

�n� 1k � 1

��an�kbk + bn =

= an +
n�1

∑k=1

�nk� an�kbk + bn =
n
∑k=0

�nk� an�kbk;
что требовалось доказать.

Пример 80. Выразим cos 5x через cosx и sinx (x 2 R). Пусть z = cos x + i sinx. Найдемz5 двумя способами. По формуле бинома Ньютона имеем:

(cos x + i sinx)5 =

= cos5 x + 5i cos4 x sinx� 10 cos3 x sin2 x��10i cos2 x sin3 x + 5 cos x sin4 x + i sin5 x:
С другой стороны, по формуле Муавра:

(cos x + i sinx)5 = cos 5x + i sin 5x:
Приравнивая правые части полученных равенств и выделяя действительную часть, полу-

чаем:

cos 5x = cos5 x� 10 cos3 x sin2 x + 5 cos x sin4 x:
Упражнение 81. Выразить через cos x и sinx:

1) cos 8x; 2) sin 7x.

Упражнение 82. Выразить tg 6x через tgx.

Упражнение 83. Доказать4 :

cosnx = cosn x� �n
2

�
cosn�2 x sin2 x +

�n
4

�
cosn�4 x sin4 x��n

6

�
cosn�6 x sin6 x + : : :

sinnx =

�n
1

�
cosn�1 x sinx��n

3

�
cosn�3 x sin3 x +

�n
5

�
cosn�5 x sin5 x� : : :

Многочлены видаTn(x) = cos(n arccosx) (n = 0; 1; 2; : : :)
называются многочленами Чебышёва. Из предыдущего упражнения сле-

дует, чтоTn(x) = xn��n
2

�xn�2(1�x2)+

�n
4

�xn�4(1�x2)2��n
6

�xn�6(1�x2)3+: : :
4Суммы в нижеследующих равенствах конечные.
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Пример 84. Вычислим sinx + sin 2x + : : : + sinnx (x 2 R). Пусть z = cosx + i sinx,

тогда рассматриваемая сумма есть мнимая часть выражения z + z2 + z3 + : : : + zn, которое,

используя формулы для суммы геометрической прогрессии, формулу Муавра и простейшие

тригонометрические формулы, преобразуем следующим образом:z + z2 + z3 + : : : + zn = z � zn � 1z � 1

= (cos x + i sinx) � cosnx + i sinnx� 1

cos x + i sinx� 1

= (cos x + i sinx) � 2 sin2 nx
2
� 2i sin nx

2
cos

nx
2

2 sin2 x
2
� 2i sin x

2
cos

x
2

= (cos x + i sinx) � � i sin nx2 � �i sin nx
2

+ cos
nx
2

�� i sin x
2
� �i sin x

2
+ cos

x
2

�
=

cos
(n + 1)x

2
+ i sin (n + 1)x

2

sin
x
2

� sin x
2
� sin nx

2
:

Выделяя мнимую часть, получаем

sinx + sin 2x + : : : + sinnx =

sin
(n + 1)x

2
sin

nx
2

sin
x
2

:
Выделяя действительную часть, можно получить

cos x + cos 2x + : : : + cosnx =

cos
(n + 1)x

2
sin

nx
2

sin
x
2

:
Упражнение 85. Вычислить сумму

1 + a cos' + a2 cos 2' + : : : + an cosn':
Пример 86. Вычислим

sinx +

�n
1

�
sin 2x + : : : +�nn� sin(n + 1)x:

Пусть z = cosx + i sinx. Преобразуем выражение, мнимая часть которого есть рассматри-

38



ваемая сумма: z +

�n
1

� z2 + : : : +�nn� zn+1

= z�1 +

�n
1

� z + : : : + �nn� zn�
= z(1 + z)n = (cosx + i sinx)(1 + cos x + i sinx)n
= (cos x + i sinx)

�
2 cos2 x

2
+ i2 sin

x
2

cos
x
2

�n
= 2n(cos x + i sinx) cosn x

2

�
cos

x
2

+ i sin x
2

�n
= 2n(cos x + i sinx) cosn x

2

�
cos

nx
2

+ i sin nx
2

�
= 2n cosn n

2

�
cos

(n + 2)x
2

+ i sin (n + 2)x
2

� :
Мы последовательно применили формулу бинома Ньютона, тригонометрические формулы

двойного угла и, наконец, использовали формулу Муавра. Теперь, выделяя мнимую часть

в последнем выражении, получаем

sinx +

�n
1

�
sin 2x + : : : +�nn� sin(n + 1)x = 2n cosn x

2
sin

(n + 2)x
2

:
Пример 87. Вычислим

sin2 x + sin2 3x + : : : + sin2(2n� 1)x:
Так как sin2 x =

1

2
� 1

2
cos 2x, то

sin2 x + sin2 3x + : : : + sin2(2n� 1)x =

=
1

2
n� 1

2

�
cos 2x + cos 6x + : : : + cos 2(2n� 1)x� :

Для вычисления суммы в круглых скобках положим z = cosx + i sinx и рассмотрим суммуz2 + z6 + : : : + z2(2n�1) = z2 � z2(2n�1) � 1z4 � 1
=

= z2n � z2n � z�2nz2 � z�2 =

= (cos 2nx + i sin 2nx)
sin 2nx
sin 2x :

Выделяя действительную часть, получаем

cos 2x + cos 6x + : : : + cos 2(2n� 1)x =
cos 2nx sin 2nx

sin 2x =
sin 4nx
2 sin 2x :

Поэтому

sin2 x + sin2 3x + : : : + sin2(2n� 1)x =
n
2
� sin 4nx

4 sin 2x :
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Упражнение 88. Показать, что

1) cos2 x + cos2 2x + : : : + cos2 nx =
n
2

+
cos(n + 1)x sinnx

2 sinx ;

2) sin2 x + sin2 2x + : : : + sin2 nx =
n
2
� cos(n + 1)x sinnx

2 sinx .

Пример 89. Вычислим:

1) cosx + 2 cos 2x + 3 cos 3x + : : : + n cosnx,

2) sinx + 2 sin 2x + 3 sin 3x + : : : + n sinnx.

Пусть z = cosx + i sinx. Сумма 1) совпадает с действительной частью выраженияz + 2z2 + 3z3 + : : : + nzn;
сумма 2) — с его мнимой частью. Для нахождения z + 2z2 + 3z3 + : : : + nzn рассмотрим

произведение

(1� z)(z + 2z2 + 3z3 + : : : + nzn);
в котором, раскрывая скобки, получимz + 2z2 + 3z3 + : : : + nzn � z2 � 2z3 � : : :� (n� 1)zn � nzn+1

= z + z2 + z3 + : : : + zn � nzn+1

= z 1� zn
1� z � nzn+1:

Следовательно, z + 2z2 + 3z3 + : : : + nzn =
z

1� z � 1� zn
1� z � nzn�

=
z(1� zn(1 + n) + nzn+1)

(1� z)2 :
Для отделения мнимой и действительной части в последнем выражении удобно ввести

величину � = cos
x
2

+ i sin x
2

, заметив, что �2 = z. Итак,z + 2z2 + 3z3 + : : : + nzn =

=
1� zn(1 + n) + nzn+1

(��1 � �)2 =
1� zn(1 + n) + nzn+1��2i sin x

2

�2

=
1� � cosnx + i sinnx� (1 + n) + n � cos(n + 1)x + i sin(n + 1)x�� 4 sin2 x

2

:
Выделяя действительную и мнимую части, соответственно получаем

cos x + 2 cos 2x + : : : + n cosnx =
(n + 1) cosnx� n cos(n + 1)x� 1

4 sin2 x
2

;
sinx + 2 sin 2x + : : : + n sinnx =

(n + 1) sinnx� n sin(n + 1)x
4 sin2 x

2

:
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Упражнение 90. Доказать, что

1) cos
�n + cos

3�n + : : : + cos
(2n� 1)�n = 0;

2) sin
�n + sin

3�n + : : : + sin
(2n� 1)�n = 0;

3) cosn �n � cosn 2�n + : : : + (�1)n�1 cosn (n� 1)�n =
n

2n�1 .

Пример 91. Выразим sin3 x через sin кратных углов. Пусть z = cos x+i sinx, тогда нетруд-

но проверить, что sinx =
z � z�1

2i и, следовательно, по формуле бинома Ньютона,

sin3 x =
z3 � 3z2z�1 + 3zz�2 � z�3� 8i =

z3 � 3z + 3z�1 � z�3� 8i :
Подставляя вместо z его выражение через x и приводя подобные, получаем

sin3 x =
3 sinx� sin 3x

4
:

Пример 92. Выразим cos4 x � sin3 x через синусы кратных углов. Пусть z = cosx + i sinx,

тогда cos x =
z + z�1

2
, sinx =

z � z�1

2i и, следовательно,

cos4 x � sin3 x =

� z + z�1

2

�4 � z � z�1

2i �3

=

= � 1

128i �z2 � z�2
�3 �z + z�1

�
=

= � 1

128i �z6 � 3z2 + 3z�2 � z�6
� �z + z�1

�
=

= � 1

128i �z7 + z5 � 3z3 � 3z + 3z�1 + 3z�3 � z�5 � z�7
�

=

= � 1

128i �z7 � z�7 + z5 � z�5 � 3(z3 � z�3)� 3(z � z�1)
�

=

= � 1

64
(sin 7x + sin 5x� 3 sin 3x� 3 sinx):

Упражнение 93. Выразить через тригонометрические функции кратных углов:

1) sin4 x; 2) sin3 x cos5 x.

Пример 94. Вычислим

1) 1��n
2

�
+

�n
4

���n
6

�
+ : : :;

2)

�n
1

���n
3

�
+

�n
5

���n
7

�
+ : : :.

Разлагая (1 + i)n по формуле бинома Ньютона:

(1 + i)n = 1 +

�n
1

� i +

�n
2

� i2 +

�n
3

� i3 + : : : +�nn� in;
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видим, что выражение 1) есть действительная часть числа (1 + i)n , тогда как 2) — его

мнимая часть. Так как

(1 + i)n = 2n=2

�
cos

n�
4

+ i sin n�
4

� ;
то

1) 1��n
2

�
+

�n
4

���n
6

�
+ : : : = 2n=2 cos

n�
4

;

2)

�n
1

���n
3

�
+

�n
5

���n
7

�
+ : : : = 2n=2 sin

n�
4

.

Упражнение 95.

1) Разложив (1 + 1)n по формуле бинома Ньютона, докажите, что�n
0

�
+

�n
1

�
+

�n
2

�
+ : : : + �nn� = 2n:

2) Разложив (1� 1)n по формуле бинома Ньютона, докажите, что�n
0

�
+

�n
2

�
+

�n
4

�
+ : : : =

�n
1

�
+

�n
3

�
+

�n
5

�
+ : : : = 2n�1:

Пример 96. Вычислим�n
1

�� 1

3

�n
3

�
+

1

9

�n
5

�� 1

27

�n
7

�
+ : : :

Разложим (1 + i=p3)n по формуле бинома: 
1 +

ip
3

!n
= 1 +

�n
1

� ip
3

+

�n
2

� � 1

3
+

�n
3

� � i
3
p

3
+

�n
4

�
1

9
+

�n
5

� i
9
p

3
+ : : :

С другой стороны, по формуле Муавра: 
1 +

ip
3

!n
=

2n
3n=2

�
cos

n�
6

+ i sin n�
6

� :
Приравнивая мнимые части в обоих выражениях, получаем

1p
3

��n
1

�� 1

3

�n
3

�
+

1

9

�n
5

�� 1

27

�n
7

�
+ : : :� =

2n
3n=2

sin
n�
6
:

Отсюда �n
1

�� 1

3

�n
3

�
+

1

9

�n
5

�� 1

27

�n
7

�
+ : : : =

2n
3(n�1)=2

sin
n�
6
:

Пример 97. Вычислим

1 +

�n
3

�
+

�n
6

�
+ : : :

Рассмотрим выражение

(1 + 1)n + (1 + ")n + (1 + "2)n; (34)
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где " = cos
2�
3

+ i sin 2�
3

. Заметим, что "3 = 1. Раскладывая все три бинома и вынося за

скобки общие биномиальные коэффициенты, получаем:�n
0

�
(1 + 1 + 1) +

�n
1

�
(1 + " + "2) +

�n
2

�
(1 + "2 + "4)

+

�n
3

�
(1 + 1 + 1) +

�n
4

�
(1 + "4 + "8) +

�n
5

�
(1 + "5 + "10) + : : :

= 3

�
1 +

�n
3

�
+

�n
6

�
+ : : :� :

С другой стороны,

(1 + 1)n + (1 + ")n + (1 + "2)n =

= 2n +

�
cos

�
3

+ i sin �
3

�n
+

�
cos

� �
3

+ i sin � �
3

�n
=

= 2n + cos
n�
3

+ i sin n�
3

+ cos
� n�

3
+ i sin � n�

3
:

Следовательно,

1 +

�n
3

�
+

�n
6

�
+ : : : =

1

3

�
2n + 2 cos

n�
3

� :
Упражнение 98. Вычислить суммы:

1)

�n
0

�
+

�n
4

�
+

�n
8

�
+

� n
12

�
+ : : :

2)

�n
1

�
+

�n
5

�
+

�n
9

�
+

� n
13

�
+ : : :

3)

�n
1

�� 1

3

�n
5

�
+

1

9

�n
9

�
+ : : :

8. Формула Эйлера

Показательная функция от комплексного аргумента определяется по фор-

муле Эйлера: ea+bi = ea(cos b + i sin b):
Из нее, в частности, следует:

cos' =
ei' + e�i'

2
; sin' =

ei' � e�i'
2i :

Тригонометрическая форма записи числа z = r(cos' + i sin') превраща-

ется теперь в z = rei' = eln r+i':
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Это делает естественным определение натурального логарифма, который

определен с точностью до слагаемого 2k�i:
Ln z = ln r + i' + 2k�i; k 2 Z:

Упражнение 99. Доказать, что limn!∞

�
1 +

a + bin �n
= ea(cos b + i sin b).

Упражнение 100. Во что превращается в свете формулы Эйлера правило сложения аргу-

ментов при умножении комплексных чисел? Тот же вопрос для формулы Муавра.

Упражнение 101. Вычислить

1) e�i; 2) e�2 i; 3) e��2 i.
Упражнение 102. Найти все значения

1) Ln1; 2) Ln(�1); 3) Ln(1 + i).
Упражнение 103. Пусть �1 � x � 1. Найти

1) Ln(x + ip1� x2), 2) Ln(
p

1� x2 + ix).

Упражнение 104. Выразить Arctg z через логарифмическую функцию.

9. Числовые кольца и поля

Множество A � C замкнуто относительно сложения, если для двух про-

извольных a и b из A их сумма a + b также принадлежит A. Аналогично

определяется замкнутость по остальным арифметическим операциям.

Например, множества N, Z,Q, R, C замкнуты относительно сложения

и умножения. Множества Z, Q, R, C замкнуты относительно вычитания.

Множество Un всех значений корня n-й степени из единицы замкнуто

относительно умножения и деления.

Непустое числовое множество K � C называется (числовым) коль-

цом, если оно замкнуто относительно сложения, вычитания и умноже-

ния. Множество N замкнуто относительно сложения и умножения, одна-

ко не замкнуто относительно вычитания, и, следовательно, не является

кольцом. Множества Z, Q, R, C , как не трудно видеть, — кольца. Мно-

жество f0g также является кольцом, называемым тривиальным.

Утверждение 105. Для любого кольца K верно, что 0 2 K.

Доказательство. Пусть a 2 K. Так как K замкнуто относительно вычи-

тания, то 0 = a� a 2 K.

Упражнение 106. Привести пример нетривиального кольца без 1.
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Числовое кольцо F называется (числовым) полем, если множество его

ненулевых элементов не пусто и замкнуто относительно деления. Мно-

жество Z уже не является полем, однако Q, R, C — поля, в них деление

на ненулевой элемент возможно и не выводит за пределы множества.

Утверждение 107. (Теорема о минимальности поля рациональных чисел.)

Для любого числового поля F верно, что Q � F .

Доказательство. Из определения поля следует, что 0 2 F и a 2 F для

некоторого ненулевого a. Вследствие замкнутости F n f0g по операции

деления имеем 1 = a=a 2 F . Далее, используя замкнутость по сложению,

получаем, что числа 2 = 1 + 1, 3 = 1 + 1 + 1 и т. д. принадлежат F ,

следовательно N � F . Справедливо также, что �1 = 0 � 1 2 F , �2 =

0�2 2 F и т. д. Таким образом, Z� F . И, наконец,
pq тоже принадлежитF для любых p 2 Z, q 2 N, поэтому Q � F .

Пример 108. Рассмотрим множество чисел вида �+�p3, где � 2 Z,� 2 Z. Оно является

кольцом, но не является полем. Если же положить � 2 Q, � 2 Q, то получим поле:

замкнутость относительно деления следует из равенств� + �p3 + Æp3
=

(� + �p3)( � Æp3)

( + Æp3)( � Æp3)
=
� � 3�Æ2 � 3Æ2 +

� �Æ + �2 � 3Æ2

p
3: (35)

Следует отметить, что равенство  + Æp3 = 0 возможно лишь в случае, когда  = 0 иÆ = 0. Действительно, если  + Æp3 = 0 и  = 0, то Æ = 0; если же  + Æp3 = 0 и Æ 6= 0,

то
p

3 = �Æ , что невозможно, так как
p

3 — иррациональное число. Итак,  + Æp3 6= 0,

аналогично, �Æp3 6= 0, и поэтому домножение числителя и знаменателя дроби на �Æp3

в (35) допустимо.

Выкладки в (35) есть ни что иное как освобождение от иррациональности в знамена-

теле, в идейном плане ничем не отличающееся от процедуры деления комплексных чисел

с помощью домножения на сопряженное к знаменателю.
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Ответы и решения

3. 1) 14� 5i; 2)
13

3
� 1

2
i.

5. 1)
p

2

�
cos

���
4

�
+ i sin���

4

��
; 2) 2

�
cos

���
3

�
+ i sin���

3

��
;

3) cos 2� + i sin 2�.

14. 1) �64; 2) 2n cosn '
2

�
cos

n'
2

+ i sin n'
2

�
.

17. 1) 3 + 4i; 2) 0, 1, � 1

2
� p

3

2
; 3) 2 � 3

2
i; 4) 0, cos

2�k
5

+ i sin 2�k
5

(k = 0; 1; : : : ; 4); 5)�p
3i ( 2 R,  � 0).

23. 1) � 3

2
+ ip3

2

!
, � p3

2
� i 3

2

!
; 2) 2i, �p3� i.

27. �1; �i; �p3

2
� i 1

2
; � 1

2
� ip3

2
;

30. 1) 1 при нечетном n и �1 при четном n; 2) если s нечетно, а n четно, то �1; иначе 1;

3) 0, если s не делится на n, и n, если s делится на n.

31. � n
1� " , если " 6= 1;

n(n + 1)

2
, если " = 1.

32. 1) i ctg k�m (k = 1; 2; : : : ;m� 1); 2) ctg
k�m (k = 1; 2; : : : ;m� 1).

35. УКАЗАНИЕ: Воспользоваться тем, что так как m и n взаимно просты, то существуютu, v, такие, что um + vn = 1.

43. �p3

2
� i 1

2
;

45.
2

1� " ;

46. УКАЗАНИЕ: Разложить многочлен xn�1 + xn�2 + : : : + 1 на линейные множители.

48. Пусть � и � — первообразные корни степеней m и n соответственно. Пусть (��)k = 1.

Тогда �nk = 1 и �mk = 1, следовательно, nk делится на m и mk делится на n, откудаk делится на m, n и на mn, поэтому �� есть первообразный корень степени mn. Если� принадлежит показателю m1 < m, а � — показателю n1 � n, то �� принадлежит

показателю m1n1 и не может быть первообразным.

53. 1) �12(x) = x4 � x2 + 1; 2) �15(x) = x8 � x7 + x5 � x4 + x3 � x + 1; 3) �105(x) =x48 +x47 +x46�x43�x42�2x41�x40�x39 +x36 +x35 +x34 +x33 +x32 +x31�x28�x26�x24 � x22 � x20 +x17 +x16 +x15 + x14 + x13 + x12 � x9 � x8 � 2x7 � x6 � x5 +x2 +x + 1.

54. 1) �p(x) =
xp � 1x� 1

= xp�1 + xp�2 + : : : + x + 1; 2) �pk (x) =
xpk � 1xpk�1 � 1

= x(p�1)pm�1
+x(p�2)pm�1

+ : : : + xpm�1
+ 1. УКАЗАНИЕ: Доказать, что все корни x(p�1) � 1 и только

они не являются первообразными корнями pm-й степени из 1.
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56. УКАЗАНИЕ: Показать, что если n — нечетное, то для получения всех первообразных

корней степени 2n достаточно все первообразные корни степени n умножить на �1.

57. Пусть "k = cos
2�knd + i sin 2�knd — первообразный корень степени nd из 1, тогда

НОД(k; n) = 1. Разделим k на n, получим k = qn + r, где 0 < r < n. Отсюда"k = cos

2�q +
2�rnd + i sin 2�q +

2�rnd , таким образом, "k — одно из значений кор-

ня d-й степени из �r = cos
2�rn + i sin 2�rn . Но �k — первообразный корень из 1, так

как из НОД(k;n) = 1 следует НОД(r; n) = 1.

Пусть теперь �r = cos
2�rn + i sin 2�rn — первообразный корень степени n из 1, то-

гда НОД(r; n) = 1. Рассмотрим корень d-й степени из �r : "k = cos

2�k +
2�rnd +i sin 2�k +

2�rnd = cos
2�(r + kn)nd + i sin 2�(r + kn)nd (k = 0; 1; : : : ; n � 1). Очевидно,�r является корнем степени nd из 1. Так как НОД(r;n) = 1 и d — делитель n, то, легко

доказать, что НОД(r + kn;nd) = 1, поэтому этот корень — первообразный.

58. УКАЗАНИЕ: Воспользоваться задачей 57.

59. Так как 10000 = 24�54 , 10 = 2�5, то �10000(x) = �10(x1000) = x4000�x3000+x2000�x1000+1.

60. Корнями �n(xp) являются все первообразные корни степени np и первообразные кор-

ни степени n.

61. Если n = pk , где k — простое, то �n(1) = p; в остальных случаях �n(1) = 1.

62. �n(�1) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>: �2; если n = 1;

1; если n > 1 и нечетно;

0; если n = 2;

2; если n = 2k , k > 1;

0; если n = 2m, m нечетно, m = pk , где p — простое;

1; если n = 2m, m нечетно, m 6= pk , где p — простое;

1; если n = 2km, k > 1.

64. 1) �(2� 2i); 2) �(2� i).
65. sin2 '

2
=

1� cos'
2

; cos2 '
2

=
1 + cos'

2
.

67. 1) x1 = 2 + i, x2 = 1� 3i; 2) x1 = 1� i, x2 =
4� 2i

5
.

68. 1) �p7

2
� i

2
; 2) �4� i.

69. x1;2;3;4 = �spq
2
� p

4
� ispq

2
+
p
4

.
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76. УКАЗАНИЕ: Используя выражение для cos
2�
5

, разработать способ построения отрезка

длины
p

5.

78. 1) � 1

2
� ip3

2
; 2) 1, 3, 2i, �2i.

79. 1) 1� 2i, �4� 2i; 2) 2� ip2, �2� i2p2. УКАЗАНИЕ: Воспользоваться тем, что левые

части представляются в виде суммы квадратов.

81. 1) cos8 x� 28 cos6 x sin2 x + 70 cos4 x sin4 x� 28 cos2 x sin6 x + sin8 x;

2) 7 cos6 x sinx� 35 cos4 x sin3 x + 21 cos2 x sin5 x� sin7 x.

82.
2(3 tgx� 10 tg3 x + 3 tg5 x)

1� 15 tg2 x + 15 tg4 x� tg6 x .

85.
ak+2 cos k'� ak+1 cos(k + 1)'� a cos' + 1a2 � 2a cos' + 1

.

93. 1)
cos 4x� 4 cos 2x + 3

8
; 2)

sin 8x + 2 sin 6x� 2 sin 4x� 6 sin 2x
128

.

98. УКАЗАНИЕ: Подберите выражения, подобные (34), включающие 4 бинома.

99. Обозначим zn = 1 +
a + bin , rn = jznj, 'n = arg zn. Найдем отдельно пределы по-

следовательностей jznn j = rnn и arg(znn ) = n'n. Имеем rn =

s�
1 +

an�2

+
bn 2

, от-

куда, сводя ко второму замечательному пределу, получаем rnn ! ea. Далее имеем

sin'n =
bnrn ! 0, поэтому можно считать, что 'n ! 0, откуда, используя первый

замечательный предел, получаем n'n =
b'nrn sin'n ! b.

100. Правило сложения аргументов при умножении комплексных чисел превращается в

правило сложения показателей при умножении степеней с одинаковыми основаниями.

Формула Муавра превращается в правило возведения степени в степень.

101. 1) �1; 2) i; 3) �i.
102. 1) 2k�i; 2) �i + 2k�i; 3)

1

2
ln 2 +

�i
4

+ 2k�i.
103. 1) i arccos x + 2k�i; 2) i arcsin x + 2k�i.
104. Имеем z = tg' =

sin'
cos' =

1i � ei' � e�i'ei' + e�i' , откуда находим e2i' =
1 + iz
1� iz , поэтому' = Arctgz =

1

2i Ln
1 + iz
1� iz .
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Греческий алфавитA � альфа N � нюB � бета � � кси�  гамма O o омикрон� Æ дельта � � пиE " (�) эпсилон P � роZ � дзета � � сигмаH � эта T � тау� # (�) тета Y v ипсилонI � йота � ' (�) фиK { (�) каппа X � хи� � лямбда 	  псиM � мю 
 ! омега
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