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Введение. 
Аналитическая геометрия была создана французскими математиками и 

Рене Декартом и Пьером Ферма в 17 веке. Главная идея этой науки – описывать 

геометрические объекты: точки, линии, поверхности – алгебраическими мето-

дами, главным образом, уравнениями. Для точного математического описания 

положения точек на плоскости или в пространства вводится прямоугольная 

система координат, называемая также декартовой. Любопытно, что в матема-

тике координаты появились намного позже, чем в астрономии и географии. По-

ложение каждой точки на плоскости определяется двумя, а в пространстве – 

тремя числами – координатами этой точки. Тогда одно уравнение с двумя пе-

ременными ( , ) 0F x y =  задает (как правило) на плоскости линию, состоящую из 

всех точек ( ; )M x y , координаты которых удовлетворяют этому уравнению. 

Аналогично, уравнение с тремя переменными ( , , ) 0F x y z =  задает (вообще го-

воря) в пространстве поверхность, состоящую из всех точек ( ; ; )M x y z , коор-

динаты которых удовлетворяют данному уравнению. Соответственно, система 

двух таких уравнений   

                             { ( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=

=
  

задает некоторую линию, а именно линию пересечения двух поверхностей.  

В данном пособии мы рассмотрим геометрические объекты, задаваемее 

линейными уравнениями вида 0ax by c+ + =  (на плоскости) и вида 

0ax by cz d+ + + =  в пространстве). Эти уравнения описывают прямые и плос-

кости. Мы научимся задавать прямые и плоскости уравнениями разных видов, 

исследовать их взаимное расположение, а также решать геометрические задачи 

методами аналитической геометрии. Для понимания изложенного материала 

требуется хорошее владение векторной алгеброй, см., например, [6].  

В начале каждой главы излагается весь необходимый теоретический ма-

териал и приводятся все необходимые формулы. Далее разбираются примеры: 

как простейшие, так и средней и повышенной сложности. Конец решения при-

мера помечен квадратиком �. В заключении каждой главы имеются задачи для 

самостоятельного решения (с ответами в конце пособия).  
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Глава 1. Прямая на плоскости 
Прямая на плоскости может 

быть задана уравнениями разных ви-

дов. 

1.1. Уравнение прямой с угло-

вым коэффициентом. Пусть на де-

картовой плоскости, т.е. на плоскости, 

на которой задана декартова система 

координат XOY, расположена прямая 

ℓ, не параллельная оси OY. Возьмем на 

этой прямой произвольные две точки 

1 1 1( ; )M x y   и 2 2 2( ; )M x y . Тогда спра-

ведливо утверждение:  

Отношение 2 1

2 1

y y
k

x x

−
=

−
 не зави-

сит от выбора точек 1M  и 2M  на этой прямой, равно тангенсу угла α наклона 

этой прямой к оси ОХ и называется её угловым коэффициентом: tgk α= . 

 Уравнение прямой с угловым коэффициентом имеет вид y kx m= +  

( ,k m const= ∈R ), где k  – угловой коэффициент этой прямой, пересекающей 

ось OY в точке В с координатами (0; )B m . 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k и проходящей через точ-

ку 0 0 0( ; )M x y :  

                0 0( )y y k x x− = − .                                                                      (1.1) 

1.2. Взаимное расположение двух прямых на плоскости, заданных  

уравнениями с угловым коэффициентом. 

Пусть на плоскости даны прямые 1 :�  1 1y k x m= +   и 2 :�  2 2y k x m= + . То-

гда эти прямые:  

(а) совпадают { 1 2

1 2

,

;

k k

m m

=
⇔

=
 

(б) параллельны (но не совпадают) { 1 2

1 2

,

;

k k

m m

=
⇔

≠
 

(в) пересекаются (в одной точке) 1 2k k⇔ ≠ ; 

(г) перпендикулярны 1 2 1k k⇔ ⋅ = − ;                                                        (1.2) 

(д) не перпендикулярны и образуют угол ϕ , тангенс которого равен  

                   1 2 1,k k ≠ −   1 2

1 2

tg
1

k k

k k
ϕ

−
=

+
.                                                              (1.3) 

1.3. Общее уравнение прямой на плоскости имеет вид :� 0ax by c+ + = , 

где , ,a b c const= ∈R  и 2 2 0a b+ > , причем, вектор { ; }a bn  перпендикулярен 

прямой ℓ и  называется её нормальным вектором. В частности:  

Х 

Y 

0 

2y

1 

1y

1x 2x
α 

ℓ 

x∆
�����

 
} y∆  

Рис. 1 

B 
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(а) 0a = ⇔  прямая ℓ параллельна оси ОХ; 

(б) 0b = ⇔  прямая ℓ параллельна оси ОY; 

(в) 0c = ⇔  прямая ℓ проходит через начало координат. 

Уравнение прямой, проходящей 

через точку 0 0 0( ; )M x y  перпендику-

лярно ненулевому вектору { ; }a bn , 

имеет вид:  

       0 0( ) ( ) 0a x x b y y− + − = .           (1.4) 

1.4. Взаимное расположение 

двух прямых на плоскости, задан-

ных общими уравнениями.  

Пусть на плоскости даны пря-

мые 1 :�  1 1 1 0a x b y c+ + =   и  

2 :� 2 2 2 0a x b y c+ + = . Тогда эти прямые:  

(а) совпадают 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
⇔ = = ; 

(б) параллельны (но не совпадают) 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
⇔ = ≠ ; 

(в) пересекаются (в одной точке) 1 1

2 2

a b

a b
⇔ ≠ ; 

(г) перпендикулярны 1 2 1 2 1 2( ) 0 0a a b b⇔ ⋅ = ⇔ + =n n ; 

(д) образуют между собой угол ϕ , косинус которого равен модулю коси-

нуса угла между их нормальными векторами:  

       ( ) 1 2 1 2 1 2
1 2

2 2 2 2
1 2

1 1 2 2

( )
cos cos ^

a a b b

a b a b
ϕ

⋅ +
= = =

⋅ + ⋅ +
� �

n n

n n
.                                  (1.5) 

1.5. Каноническое и параметрические уравнения прямой на плоскости.  

Пусть на плоскости дана некоторая линия L , прямая или кривая.  

Отметим на этой линии  точку отсчета M0, зададим некоторое направ-

ление (называемое положительным) и затем со-

поставим каждой точке М этой линии некоторой 

число t, которое равно нулю в точке 0M  и непре-

рывно увеличивается  (уменьшается) при движе-

нии вдоль линии L в положительном (отрицатель-

ном) направлении. Величина t называется пара-

метром, но правильней её было бы назвать 

внутренней координатой точки М на линии L.  
Если выразить декартовы (внешние) коор-

динаты точки М кривой через её параметр (внут-

реннюю координату) t в виде некоторых функций: 

( ), ( )x x t y y t= = , то получим так называемые па-

{ ; }a bn  

0M  

0x  

0y  

Х 

Y 

0 

ℓ 

Рис. 2 

  

( )M t  

0 0 0( ; )M x y  

X 

Y 

0 ( )x t  

( )y t  

L 

Рис. 3 
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раметрические уравнения линии L.  

                               }( )
( ; )

( )

x x t
t

y y t
α β

=
∈

=
,                                                              (1.6) 

где ( ; )α β  – интервал изменения параметра t. Например, если t – время, то 

уравнения (1.6) задают траекторию движения точки на плоскости.  

Составим параметрическое уравнение прямой линии на плоскости. Пусть 

прямая ℓ параллельна ненулевому вектору { ; }p qs  (он называется направляю-

щим вектором этой прямой) и проходит через данную точку 0 0 0( ; )M x y . Тогда 

точка ( ; )M x y  принадлежит прямой ℓ ⇔ вектор 0M M  коллинеарен  вектору s 

⇔ 0M M t= ⋅s  при некотором t ∈R . Следовательно, радиус- вектор точки M за-

дается уравнением:  

                              0OM OM t= + ⋅s                                                                        (1.7) 

(где t пробегает все вещественные значения т.е. t ∈R ),  

которое называется параметрическим уравнением прямой в векторной фор-

ме.  
При этом каждой точке прямой соответствует некоторое значение пара-

метра (внутренней координаты) t, и наоборот, в 

частности, значению 0t =  отвечает сама точка 

0M , а значению 1t =  соответствует точка 1M  

этой прямой такая, что 0 1M M = s . 

Если в векторном уравнении (1.7) перейти 

к координатам, то получим параметрические 

уравнения прямой в координатной форме: 

0

0

,x x pt
t

y y qt

= + 
∈= + 

R                      (1.8) 

Исключив параметр t из этих уравнений, 

получим каноническое уравнение прямой ℓ на 

плоскости:  

             0 0x x y y

p q

− −
=                                                                  (1.9) 

где 0 0,x y  – координаты точки, принадлежащей этой прямой, { ; }p q  – координа-

ты направляющего вектора прямой.  

1.6. Уравнение прямой на плоскости «в отрезках» 

Если прямая на плоскости не проходит че-

рез начало координат и пересекает координатные 

оси в точках ( ; 0)A a  и (0; )B b  (см. Рис. 5), то она 

задается уравнением 

         1
x y

a b
+ = .                          (1.10) 

  

( ; )M x y  

X 

Y 

0 

ℓ 

Рис. 4 

0M  

0x  

0y  

s 

1t =  

0t =  1M  

  
X 

Y 

b 
ℓ 

Рис. 5 

A 

B 

a 0

a 
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1.7. Нормальное (полярное) уравнение прямой на плоскости. Если 

прямая ℓ на плоскости не проходит через начало координат, перпендикуляр ОР, 

опущенный из начала координат на эту прямую, имеет длину р и образует с 

осью ОХ угол α (см. Рис. 6), то нормальное уравнение этой прямой имеет вид: 

                        cos sinx y pα α+ = .                                                      (1.11) 

При этом вектор OP  имеет координаты 

{ }cos ; sinOP p pα α⋅ ⋅ . 

1.8. Нахождение точки пересечения двух 

прямых на плоскости. Напомним, что координаты 

точки пересечения двух линий на плоскости являют-

ся решениями системы уравнений этих линий. В ча-

стности, координаты точки пересечения двух пере-

секающихся прямых 1 :�  1 1 1 0a x b y c+ + =  и 

2 :� 2 2 2 0a x b y c+ + =  являются решениями системы:  

{ 1 1 1

2 2 2

0,

0.

a x b y c

a x b y c

+ + =

+ + =
 

Аналогично находится точка пересечения прямых, если одна из них или 

обе они заданы каноническими уравнениями.  

Очень легко находить точку пересечения двух прямых, если одна из них 

задана параметрически: 0 0, ( )x x pt y y qt t= + = + ∈R , а вторая – общим  урав-

нением 0ax by c+ + =  (или каноническим). Тогда надо решить систему трех 

уравнений:  

0

0

,

,

0,

x x pt

y y qt

ax by c

= +


= +
 + + =

 

для чего следует подставить первые два уравнения в третье, решить полученное 

уравнение и найденное значение t подставить в первые два уравнения системы.  

1.9. Расстояние от точки до прямой на плоскости. Расстояние от точки 

0 0 0( ; )M x y  до прямой : 0ax by c+ + =�  (на плоскости) находится по так назы-

ваемой формуле «дробь – модуль – корень»:   

                           
0 0

0
2 2

( ; )
ax by c

M
a b

ρ
+ +

=
+

�                                             (1.12) 

1.10. Пучок прямых на плоскости. Пусть на плоскости даны две прямые 

(пересекающиеcя в некоторой точке 0M ), заданные своими общими уравне-

ниями 1 1 1 1: 0a x b y c+ + =�  и 2 2 2 2: 0a x b y c+ + =� . Тогда уравнение:                         

                            1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 0a a x b b y c cλ λ λ+ + + + + =                                  (1.13) 

X 

Y 

ℓ 

Рис. 6 

P 

0 

α p 
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с параметром constλ = ∈ R  задает семейство 

всех прямых плоскости, проходящих через точку 

0M  (кроме прямой 2� ). Это семейство прямых 

называется пучком прямых. Таким образом, при 

любом значении λ  уравнение (1.13) задает неко-

торую прямую, проходящую через точку 0M  пе-

ресечения данных прямых 1�  и 2� , и наоборот, 

всякая прямая т, проходящая через точку 0M , 

кроме прямой 2� , задается уравнением вида 

(1.13) при подходящем значении λ.  

1.11. Расположение отрезка относительно прямой на плоскости. Пусть 

на плоскости дана прямая : 0ax by c+ + =�  и отрезок с концами в точках 

1 1 1( ; )M x y  и 2 2 2( ; )M x y , которые не лежат на этой 

прямой. Для любой точки ( ; )M x y  обозначим 

( ) ( , )M x y ax by cϕ ϕ= = + +� � . Тогда   

(а) отрезок 1 2M M  пересекает эту прямую, т.е. точки 

1M  и 2M  лежат по разные стороны от прямой �  ⇔ 

1 1( ) ( ) 0M Mϕ ϕ⋅ <� �  (Рис. 8);  

(б) отрезок 1 2M M  не пересекает прямую � , т.е. точки 

1M  и 2M  лежат по одну сторону от этой прямой ⇔ 

1 1( ) ( ) 0M Mϕ ϕ⋅ >� � . 

1.12. Решением типовых примеров к главе 1 

Пример 1. 1. На плоскости даны точки (3; 1)A −  и (1; 4)B . Написать урав-

нения: (а) прямой АВ; (б) прямой, проходящей через точку А перпендикулярно 

АВ,  

Решение. (а) Вектор { 2; 5}AB −  является направляющим для искомой пря-

мой, поэтому её уравнение запишем, сначала в каноническом виде (1.9), а затем 

и общем виде:  

            
13

5 15 2 2 5 2 13 0
2 5

yx
x y x y

+−
= ⇔ − = − − ⇔ + − =

−
. 

(б) Для этой прямой вектор { 2; 5}AB −  является нормальным, поэтому 

уравнение прямой запишем в общем виде (1.4):  

 ( 2) ( 3) 5 ( 1) 0 2 6 5 5 0 2 5 11 0x y x y x y− ⋅ − + ⋅ + = ⇔ − + + + = ⇔ − − = . 

Ответы. (а) 5 2 13 0x y+ = = ; (б) 2 5 11 0x y− − = . � 

Пример 1. 2. Найти расстояние от точки (4; 3)A до прямой ℓ, заданной па-

раметрически: 3 2 , 4 5 ,x t y t t= + = − + ∈R . 

Решение. Запишем сначала каноническое уравнение, исключив параметр 

t, из которого легко получим общее уравнение прямой ℓ: 

X 

Y 

ℓ1 

Рис. 7 

M0 

0

a 

ℓ2 

m 

X 

Y 

ℓ 

Рис. 8 

M1 

0 

M2 
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43
5( 3) 2( 4) 5 2 23 0

2 5

yx
t x y x y

+−
= = ⇒ − = + ⇔ − − = .  

Расстояние находим о формуле (1.12) : 
2 2

5 4 2 3 23 9
( , )

295 ( 2)
Aρ ⋅ − ⋅ −

= =
+ −

� . 

Ответ: 
9

29
.� 

Пример 1. 3. Найти параметрические уравнения и каноническое уравне-

ние прямой, заданной общим уравнением 3 5 4 0x y+ + = .  

Решение. Заметим, что векторы { ; }a bn  и { ; }b a−m  всегда ортогональны, 

т.к. их скалярное произведение равно нулю: ( ) 0ab ba= − =n mi . Поэтому век-

тор {5; 3}−s  перпендикулярен нормальному вектору {3; 5}n  этой прямой и, сле-

довательно, является для неё направляющим. Подбором найдем какую-нибудь 

точку 0 0 0( ; )M x y  этой прямой, напри-

мер, 0 03, 1x y= − = . Следовательно, дан-

ная прямая может быть задана парамет-

рическими уравнениями: 3 5x t= − + , 

1 3 ,y t t= − ∈R . Исключая параметр t, 

получаем каноническое уравнение.      

Ответ. 
13

5 3

yx −+
=

−
. � 

Пример 1. 4. Найти координаты 

точки В – проекции точки (4; 1)A −  на 

прямую 1 : 2 3 8 0x y− + =�  параллельно 

прямой 2 : 3 5 7 0x y+ + =� . 

Решение. Точка В есть пересечение прямой m , проходящей через точку А 

параллельно прямой 2� , поэтому имеющей тот же нормальный вектор {3; 5}n , 

следовательно, её уравнение 

:m 3( 4) 5( 1) 0 3 5 7 0x y x y− + + = ⇔ + − = . 

Координаты точки В (пересечения пря-

мых т и 1� ) являются решением систе-

мы уравнений этих прямых: 

{2 3 8 0 1,

3 5 7 0 2.

x y x

x y y

− + = = −
⇒ + − = =

 

Ответ ( 1; 2)B − . � 

Пример 1. 5. На плоскости даны 

три точки ( 2; 4), (7; 2)A B− −  и (5; 8)C . 

Найти координаты: (а) точки 1C  – орто-

гональной проекции точки C  на пря-

мую АВ; (б) точки 2C  – симметричной 

точке С относительно прямой АВ. 

X 

Y 

ℓ1 

Рис. 9 

B 

0 

A ℓ2 

m 

X 

Y 

Рис. 10 

B 

0 

A 
ℓ 

C1 ( 1 2t t= = − ) 

C ( 0t = ) 

C2 ( 2 12 4t t t= = = − ) 
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Решение. Сначала напишем каноническое уравнение прямой АВ, её на-

правляющим вектором является любой вектор s, коллинеарный вектору 

{9; 6}AB − , например, {3; 2}−s . Получаем каноническое, а затем и общее урав-

нение прямой АВ:  

                      
42

2( 2) 3( 4) 2 3 8 0
3 2

yx
x y x y

−+ = ⇔ − + = − ⇔ + − =
−

.  

Точка 1C  есть точка пересечения прямой АВ с прямой � , проходящей че-

рез точку С перпендикулярно АВ (см. Рис. 10), её направляющим вектором яв-

ляется нормальный вектор прямой АВ, а именно, {2; 3)n . Напишем параметри-

ческие уравнения прямой ℓ: 

5 2 , 8 3 ( )x t y t t= + = + ∈R , и подставим их в уравнение прямой АВ:  

1

1

1

5 2 1,5 2 5 2

8 3 8 3 8 3 2,

2 3 8 0 2(5 2 ) 3(8 3 ) 8 0 2

x tx t x t

y t y t y t

x y t t t t

= + == + = +  
  

= + ⇔ = + ⇔ = + =  
  + − = + + + − = = − =  

 

Прямая АВ пересекает прямую ℓ в её точке, соответствующей значению пара-

метра 12t t= − = , т.е. в точке 1(1; 2)C . Поскольку точке С соответствует 0t =  и 

2 12CC CC= ⋅ , то точке 2 2 2( ; )C x y  соответствует удвоенное значение параметра:       

                             { 2 2
2 1

2 2

5 2 3,
2 4

8 3 4.

x t
t t t

y t

= + = −
= = = − ⇒

= + = −
. 

Ответ: (а) 1(1; 2)C , (б) 2 ( 3; 4)C − − .� 

Пример 1. 6.  На плоскости даны прямые 1 :11 2 7 0x y+ − =�  и 

2 : 2 3 0x y− + =� . Найти уравнения биссектрис углов, образованных этими пря-

мыми.  

Решение. Как известно, точка ( ; )M x y  принадлежит биссектрисе некото-

рого угла тогда и только тогда, когда она равноудалена от его сторон. Следова-

тельно, искомые биссектрисы задаются уравнением  

           

1 2
2 2 2

11 2 7 2 3
( ; ) ( ; )

11 2 2 1
11 2 7 2 3

11 2 7 5 2 3
5 5 5

11 2 7 5(2 3) 7 22 0,

11 2 7 5(2 3) 21 3 8 0.

x y x y
M M

x y x y
x y x y

x y x y x y

x y x y x y

ρ ρ
+ − − +

= ⇔ = ⇔
+ +

+ − − +
⇔ = ⇔ + − = − + ⇔

+ − = − + + − = 
⇔ ⇔ + − = − − + − + =

� �

  

Отметим, что полученные две прямые, как и должно быть, перпендику-

лярны друг другу, т.к. скалярное произведение их нормальных векторов 1{1; 7}n  

и 2{21; 3}−n  равно нулю: 1 2( ) 1 21 7 ( 3) 0⋅ = ⋅ + ⋅ − =n n . 

Ответ: 7 22 0x y+ − =  и 21 3 8 0x y− + = . � 

Пример 1. 7. В треугольнике АВС известны уравнения его сторон: 

: 3 11 46AB x y− = , : 3 4AC y x= +  и : 2 14BC x y+ = . Найти: (а) координаты цен-

тра Q описанной окружности и её радиус; (б) величину высоты Bh , опущенную 
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из вершины B на сторону АС; (в) уравнение высоты AD и координаты точки пе-

ресечения высот Н. 

Решение. (а) Сначала найдем координаты вершин треугольника. Коорди-

наты точки А являются решениями системы уравнений прямых АВ и АС:  

            { {3 11 46 3
( 3; 5)

3 4 5

x y x
A

x y y

− = = −
⇒ ⇒ − −

− = − = −
. 

Аналогично находим координаты остальных двух вершин: 

(8; 2), (2;10)B C− . 

Центр описанной окружности Q лежит на пересечении серединных пер-

пендикуляров к сторонам треугольника. 

Серединный перпендикуляр A�  к стороне 

ВС проходит через середину Е этой сторо-

ны перпендикулярно ей:  

( )1 1
2 2

(8 2) 5,E B Cx x x= + = + =

( )1 1
2 2

(10 2) 4E B Cy y y= + = − = (5; 4)E⇒ . 

Нормалью для этого перпендикуляра 

A�  является любой вектор, коллинеарный 

вектору { 6;12}BC − , например, { 1; 2}−n , 

поэтому его уравнение: 

( 5) 2( 4) 0 2 3 0x y x y− − + − = ⇔ − + − = . 

Серединный перпендикуляр B�  к 

стороне АС найдем иначе: каждая его точ-

ка ( ; )M x y  равноудалена от вершин 

( 3; 5)A − −  и (2;10)C : 

2 2 2 2

2 2 2 2

( , ) ( , )

( 3) ( 5) ( 2) ( 10)

6 9 10 25 4 4 20 100

3 7 0.

BM M A M C

x y x y

x x y y x x y y

x y

ρ ρ∈ ⇔ = ⇔

⇔ + + + = − + − ⇔

⇔ + + + + + = − + + − + ⇔

⇔ + − =

�

 

Искомая точка Q есть пересечение прямых A�  и B� :  

{ {2 3 0 1
(1; 2)

3 7 2

x y x
Q

x y y

− + = =
⇒ ⇒

+ = =
. 

Радиус описанной окружности равен расстоянию от точки Q до любой 

вершины треугольника: 

   2 2( ; ) (1 8) (2 2) 49 16 65R Q Bρ= = − + + = + = . 

(б) высота Bh  равна расстоянию от точки В до прямой 

: 3 4 3 4 0AC y x x y= + ⇔ − + = , которое найдем по формуле (1.12):  

         
3 2

3 8 ( 2) 4 30
( , ) 3 10

103 1
Bh B ACρ

⋅ − − +
= = = =

+
. 

X 

Y 

Рис. 11 

B 

0 

A 

ℓB 
Q 

C 

H 

ℓA 

R 

R 

E 
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(в) Высота AD проходит через вершину ( 3; 5)A − −  перпендикулярно ВС, 

поэтому её уравнение ( 3) 2( 5) 0 2 7 0x y x y− + + + = ⇔ − + + = . Аналогично, вы-

сота BF проходит через точку В перпендикулярно вектору {5;15}AC , или, что 

же самое, вектору {1; 3}m , поэтому уравнение этой высоты:       

( 8) 3( 2) 0 3 2 0x y x y− + + = ⇔ + − = .  

Находим координаты точки пересечения этих высот:  

                 { {2 7 0 5
(5; 1)

3 2 0 1

x y x
H

x y y

− + + = =
⇒ ⇒ −

+ − = = −
 

Замечание: Уравнения высот треугольника можно было найти, не вычис-

ляя координаты его вершин и только зная уравнения его сторон. Например, вы-

сота AD проходит через точку пересечения прямых : 3 11 46 0AB x y− − =  и 

: 3 4 0AC x y− + = , и поэтому уравнение этой высоты ищем в виде пучка пря-

мых:  

                     
( )(3 11 46) 3 4 0

(3 3 ) ( 11 ) ( 54 4 ) 0

x y x y

x y

λ

λ λ λ

− − + − + = ⇔

⇔ + + − − + − + =
.                                 (1.14) 

Значение параметра λ  ищем из условия, что нормальный вектор этой 

прямой {3 3 ; 11 }AD λ λ+ − −n  должен быть ортогонален нормальному вектору 

прямой : 2 14BC x y+ = , т.е. {2;1)BCn : 

( ) 0 2(3 3 ) 1 ( 11 ) 0 1AC BC λ λ λ⋅ = ⇔ + + ⋅ − − = ⇒ =n n .  

Подставляя 1λ =  в (1.14), получаем уравнение высоты AD: 

6 12 42 0 2 7 0x y x y− − = ⇔ − + + = . 

Ответ: (а) (1; 2), 65Q R = ; (б) 3 10Bh = ; (в) 2 7 0x y− + + = , (5; 1)H − .� 

Пример 1. 8. В треугольнике АВС известны координаты его вершин 

( 2; 4),A − −  (5; 3)B −  и (6; 4)C . Найти координаты центра вписанной окружности 

треугольника и её радиус.  

Решение. Первое решение. Центр впи-

санной окружности треугольника лежит на пе-

ресечении его биссектрис. Известно, что если 

векторы p и q имеют одинаковую длину (на-

пример, равную 1), то вектор +p q  направлен 

по биссектрисе угла, образованного этими век-

торами. Следовательно, биссектриса угла ВАС 

направлена по вектору  

               
1 1

AB AC
AB AC

= ⋅ + ⋅a .  

Находим: {7;1}, 50 5 2AB AB = = , 

{8; 8}, 8 2AC AC = .   Поэтому 

( ) 61 1 1

5 2 8 2 5 2 5 2
{7;1} {8; 8} {7;1} {5; 5} {2;1}= + = + =a . Следовательно, в 

качестве направляющего вектора биссектрисы угла ВАС можно взять любой 

X 

Y 

Рис. 12 

0 

C 

A 
B 

P 
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вектор, коллинеарный вектору а, например, {2;1}As . Уравнение этой биссек-

трисы: 
42

2 6
2 1

yx
x y

++
= ⇔ − = . Аналогично, биссектриса угла АВС направ-

лена по вектору Bs , коллинеарному вектору  

      61 1

5 2 5 2 5 2

1 1
{ 7; 1} {1; 7} { 1;1}BA BC

BA BC
= ⋅ + ⋅ = − − + = −b ,  

следовательно, { 1;1}B −s , уравнение биссектрисы угла АВС:  

               
35

2
1 1

yx
x y

+−
= ⇔ + =

−
. 

Находим координаты точки пересечения биссектрис Р: 

{ ( )
10

103 4
3 34

3

2 6
;

2

xx y
P

x y y

 =− = 
⇒ ⇒ −+ = = −

 

Радиус вписанной окружности равен расстоянию от точки Р до любой 

стороны, например до АВ, уравнение которой 
42

7 26 0
7 1

yx
x y

++
= ⇔ − − = : 

( )10 4
3 3

7 26 4 2
( ; ( ))

35 2
r P ABρ

− − −
= = = . 

Второй способ нахождения биссектрисы угла ВАС. Напишем уравне-

ния сторон треугольника АВС: 

( 2; 4), (5; 3)A B− − −  и (6; 4)C   

АВ: 
42

2 7( 4) 7 26 0.
5 2 3 4

yx
x y x y

++
= ⇔ + = + ⇔ − − =

+ − +
 

AC: 
42

2 0
6 2 4 4

yx
x y

++
= ⇔ − − =

+ +
. 

BC: 
35

7( 5) 3 7 38 0
6 5 4 3

yx
x y x y

+−
= ⇔ − = + ⇔ − − =

− +
. 

Биссектрисы углов, образованными прямыми АВ и АС, найдем как в  

примере 6:  

 

1

2

( , ) ( , )

7 26 2
7 26 5 2

1 49 2

2 8 0 ( , ) 0,7 26 5 5 10

7 26 5 5 10 2 6 0 ( , ) 0,

M AB M AC

x y x y
x y x y

x y x yx y x y

x y x y x y x y

ρ ρ

ϕ
ϕ

= ⇔

− − − −
= ⇔ − − = ⋅ − − ⇔

+

+ + = ⇔ = − − = − − 
⇔ ⇔ − − = − + + − − = ⇔ =

 

Из этих двух прямых биссектрисой угла ВАС является та, которая пересе-

кает отрезок ВС. Проверяем точки (5; 3)B −  и (6; 4)C : 

1 1( ) 2 5 ( 3) 8 0, ( ) 2 6 4 8 0B Cϕ ϕ= ⋅ + − + > = ⋅ + + > , следовательно, первая 

прямая не пересекает отрезок ВС. 

2 2( ) 5 2 ( 3) 6 0, ( ) 6 2 4 9 0B Cϕ ϕ= − ⋅ − − > = − ⋅ − < , значит, вторая прямая пе-

ресекает ВС и является биссектрисой угла ВАС.   

Третий способ нахождения координат центра вписанной окружности. 
В примере 4 работы [6] получено, что координаты центра Р вписанной окруж-
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ности треугольника АВС находятся по формулам: 

    ( )1
P A B Cx a x b x c x

a b c
= ⋅ + ⋅ + ⋅

+ +
, ( )1

P A B Cy a y b y c y
a b c

= ⋅ + ⋅ + ⋅
+ +

, 

где 1 49 5 2, 64 64 8 2a BC b AC= = + = = = + = , 49 1 5 2c = + = . 

Поэтому 

( )1 10 40 30 10
5 2 ( 2) 8 2 5 5 2 6

18 35 2 8 2 5 2
Px

− + +
= ⋅ − + ⋅ + ⋅ = =

+ +
 

Аналогично, находим  

( )1 20 24 20 4
5 2 ( 4) 8 2 ( 3) 5 2 4

18 35 2 8 2 5 2
Py

− − +
= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ = = −

+ +
. 

Ответ: ( )10 4 4
3 3 3

; , 2P r− = .� 

Пример 1. 9. В треугольнике АВС  известны координаты вершины 

( 3; 6)A −  и уравнения медианы : 8 15BD x y+ =  (точнее, прямой, содержащей 

медиану BD), а также биссектрисы : 3 5CE x y− =  (точнее, прямой, содержащей 

эту биссектрису). Найти координаты вершин В и С.  

Решение. Сначала заметим, что точка 1A , симметричная точке А относи-

тельно биссектрисы СЕ, лежит на прямой ВС. Прямая, проходящая через точку 

А перпендикулярно СЕ, задается параметрическими уравнениями: 

3 3 , 6x t y t= − + = − . Эта прямая пересекает СЕ   

1

1

1

3 3 33 3 3 3

6 6 6 4

3 5 0 3( 3 3 ) (6 ) 5 0 2

x tx t x t

y t y t y t

x y t t t t

= − + == − + = − +  
  

= − ⇔ = − ⇔ = − =  
  − − = − + − − − = = =  

 

при 1 2t t= = , следовательно, точке 1A  соответствует удвоенное значение пара-

метра 12 4t t= = , её координаты 
1 1 13 3 4 9, 6 4 2 (9; 2)A Ax y A= − + ⋅ = = − = ⇒ . 

Точка D – середина стороны АС, поэтому 

( )1
2

2D A C C D Ax x x x x x= + ⇒ = − , аналогично, 2C D Ay y y= − . Напишем пара-

A 

B 

ℓ 

E 

D 

1A  

0t =  

1 2t t= =  

12 4t t= =  

M 

N 

C 

X 

Y 

O 

Рис. 13 
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метрические уравнения медианы BD. Вектор { 8;1}−s  перпендикулярен нор-

мальному вектору этой прямой, и поэтому является для неё направляющим. 

Положив в уравнении BD, например, 0 0x = , получим 15
0 8

y = . Значит, BD про-

ходит через точку 15
8

(0; )F  параллельно вектору {8; 1}−s , следовательно, коор-

динаты точки D – середины АС при некотором значении t удовлетворяют урав-

нениям: 15
8

8 ,D Dx t y t= = − . Отсюда,  

( )15 9
8 4

2 2 8 3 3 16 ,

2 2 6 2

C D A

C D A

x x x t t

y y y t t

= − = ⋅ + = +

= − = ⋅ − − = − −
 

Мы получили параметрические уравнения прямой  ℓ, проходящей через 

точку С параллельно медиане BD. Отрезок АМ, соединяющий любую точку М  

этой прямой, пересекает медиану BD в середине N этого отрезка. Подставим 

эти уравнения в уравнения биссектрисы СЕ, находим значение параметра t, со-

ответствующего точке С: 

( )
( )
( )

1
8

9 9 1
4 4 8

9 9 1
4 4 8

,3 16 3 16

2 2 3 16 1,

3 5 3(3 16 ) 2 5 2 2.

C

C

tx t x t

y t y t x

x y t t y

 = −= + = + 
 = − − ⇒ = − − ⇒ = + − = 
 − =  + − − − = = − − − = − 

 

Итак, точка С имеет координаты (1; 2)C − . Теперь напишем уравнение 

прямой 1CA : её уравнение 
21

2 5 0
8 4

yx
x y

+−
= ⇔ − − = .  

Точка В лежит на пересечении этой прямой с медианой ВD: 

               { 72 5 0

8 15 1
B

B

xx y

x y y

= − − =
⇒ + = =

 

Ответ: (7;1), (1; 2)B C − .� 

Пример 1. 10. На плоскости 

расположен квадрат ABCD. Известна 

координата его вершины ( 1; 4)A − , и 

что сторона ВС лежит на прямой 

: 2 3 1 0x y− + =� . Найти координаты 

вершин C и D.  

Решение. Отрезок АВ перпен-

дикулярен прямой ℓ, поэтому В явля-

ется точкой пересечения прямой ℓ с 

прямой т, проходящей через точку А 

перпендикулярно ℓ. Направляющим вектором прямой т является нормальный 

вектор п прямой ℓ, {2; 3}−n , параметрические уравнения прямой т: 

1 2 , 4 3x t y t= − + = − . 

 Подставляя эти выражения в уравнение прямой ℓ, находим: 

 0

0 0

2( 1 2 ) 3(4 3 ) 1 0 13 13 1

1 2 1, 4 3 1.B B

t t t t

x t y t

− + − − + = ⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ = − + = = − =
 

А 

В 
2C  

1C  

1D  

2D  

Х 

Y 

ℓ 

m 
0 

Рис. 14 

45° 
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Для нахождения координат точки С заметим, что прямая АС образует с 

прямой ℓ угол 45°. Обозначим через k угловой коэффициент прямой АС. По-

скольку у прямой 2 1
3 3

: 2 3 1 0x y y x− + = ⇔ = +�  угловой коэффициент равен 

2
0 3

k = , то,  применяя формулу (1.3) тангенса угла между прямыми, получим: 

2
13

12
2 53

3 2
1 53 2 3 23 2 3 21 tg 45

3 2 3 2 3 23 21 1
3 2

k
k kk kk k

kk k kkk
k

− =− = − = +−  += ° = = ⇔ ⇔ ⇔  = −− − = − −++ = − +

 

У нас получается два варианта уравнения прямой АС (прямой, проходя-

щей через точку ( 1; 4)A −  с угловым коэффициентом k): 

(1) 5k = : 4 5( 1) 5 9y x y x− = + ⇔ = + , эта прямая пересекает прямую 

: 2 3 1 0x y− + =�  в точке ( 2; 1)C − − , и, поскольку вектор { 3; 2}AD BC= − − , точ-

ка D имеет координаты ( 4; 2)D − . 

(2) 1
5

k = − : 1
5

4 ( 1) 5 19 0y x x y− = − + ⇔ + − = , данная прямая пересекает 

прямую : 2 3 1 0x y− + =�  в точке (4; 3)C , так же находим координаты точки 

2 (2; 6)D .  

Ответ: (1) 1 1( 2; 1), ( 4; 2)C D− − − ; (2) 2 2(4; 3), (2; 6)C D .� 

Пример 1. 11. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 
12
5

( 6; )M −  и  такой, что площадь треугольника, ограниченного этой прямой и 

координатными осями, равна 30.  

Решение. Очевидно, что искомая прямая не проходит через начала коор-

динат, и пусть она пересекает оси ОХ и OY в точках ( ; 0)A a  и (0; )B b  соответ-

ственно. Тогда её уравнение (в «отрезках») примет вид: 1
yx

a b
+ = . Подставив в 

это уравнение координаты точки М, получим:  

                   
6 12

1 30 12 5
5

b a ab
a b
− + = ⇔ − + = .  

Площадь треугольника АВО равна 1 1
2 2

30ABOS OA OB ab∆ = ⋅ = = , следователь-

но, 60ab = ± . Получаем совокупность двух систем: 

      
{
{

{
{

5
2

5
2

6060 60
2530 12 5 30 12 300

60 60 60

30 12 5 30 12 300 25

abab ab
a bb a ab b a

ab ab ab

b a ab b a a b

= = = 
  = +− + = − + = ⇔ ⇔ 

= − = − = −  − + = − + = −  = − +  

 

Она имеет 4 решения 

            { { {31 2 4

1 2 3 4

1530 5 10
; ; ; .

2 12 4 6

aa a a

b b b b

= −= = − = −
= = − = =

 

соответствующие четырем прямым: 

Ответ: (1) 1 15 30 0;
30 2

yx
x y+ = ⇔ + − =  (2) 1 12 5 60 0

5 12

yx
x y+ = ⇔ + + =

− −
;  
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(3) 1 4 15 60 0
15 4

yx
x y+ = ⇔ − + =

−
; (4) 1 3 5 30 0

10 6

yx
x y+ = ⇔ − + =

−
. � 

1.13. Задачи для самостоятельного решения к главе 1 

1. 1. Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )0 2; 5M −  и 

имеющей угловой коэффициент 4k = . 

1. 2. На плоскости даны точки (2; 5)A  и (5;1)B . Написать общее уравне-

ние: (а) прямой АВ, (б) прямой, проходящей через точку В перпендикулярно 

отрезку АВ.  

1. 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )0 3;6M  и 

перпендикулярной прямой  7 4 0x y− − = . 

1. 4. Найти общее уравнение прямой 2 5 , 3 4x t y t= − + = + , t ∈R . 

1. 5. Найти (какие-нибудь) каноническое уравнение и параметрические 

уравнения прямой 2 3 5 0x y− + = . 

1. 6. Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )0 3; 2M − −  и 

пересекающей прямую 3 2 10 0x y− + =  под углом 45° . 

1. 7. Найти координаты точки В – проекции точки (8; 2)A  на прямую 

1 : 2 4 13 0x y+ − =�  параллельно прямой 2 : 3 7 0 0x y− + = =� . 

1. 8. Найти координаты: (а) точки 1M  – проекции точки ( )7; 2M  на прямую 

5 3 5 0x y− + = ; (б) точки 2M , симметричной точке М относительно данной 

прямой.. 

1. 9. На плоскости даны три точки ( 1; 4), (5;1)A B−  и (5; 6)C . Найти коорди-

наты: (а) точки 1C  – проекции точки C  на прямую АВ;  

(б) точки 2C  – симметричной точке С относительно прямой АВ. 

1. 10. На плоскости даны прямые 1 : 7 4 0x y+ − =�  и 2 : 2 0x y− + =� . Найти 

уравнения биссектрис углов, образованных этими прямыми. 

1. 11. Исследовать взаимное расположение двух прямых 1����  и 2����  (совпадают, 

параллельны или пересекаются). Если они параллельны, то найти расстояние d 

между ними, а если пересекаются, то найти координаты их точки пересечения 

М и угол между этими прямыми:  

(а) 1 : 5 3 29 0x y+ + =���� , 2

4
:

7 2

yx −
=���� ;  

(б) 1 :14 8 1 0x y− + =���� , 2 : 1 4 , 4 7 ,x t y t t= + = + ∈���� R ;  

(в) 1 : 2 3 , 5 4 ,x t y t t= − = − + ∈���� R , 2

11
:

3 4

yx ++ =
−

���� . 

1. 12. Дан треугольник АВС с вершинами ( )4; 2A − , ( )1;6B − , ( )4; 6C − . Со-

ставить уравнения прямых, содержащих: (а) медиану AM; (б) биссектрису BK; 

(в) высоту CH; (г) серединный перпендикуляр к стороне ВС.. 

1. 13. В треугольнике АВС известны координаты его вершин: 

( 1; 2), (2; 7)A B− − , (7; 2)C . Найти: (а) координаты центра Q описанной окруж-
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ности и её радиус; (б) величину высоты Ah , опущенную из вершины А на сто-

рону ВС; (в) уравнение высоты ВD и координаты точки пересечения высот Н. 

1. 14. В треугольнике АВС, известны координаты его вершин ( 2; 8),A −  

(1; 4)B −  и (10; 1)C − . Найти координаты центра вписанной окружности тре-

угольника и её радиус.  

1. 15. В треугольнике АВС  известны координаты вершины (7; 1)A − , уравне-

ния медианы : 7 6 10BD x y− =  (точнее, прямой, содержащей медиану BD) и 

высоты : 3 10CE x y+ =  (точнее, прямой, содержащей эту биссектрису). Найти 

координаты вершин В и С. 

1. 16. На плоскости расположен параллелограмм ABCD  с углом 45° при вер-

шине А.  Известна координата вершины (4; 2)C , также известно, что сторона 

АВ лежит на прямой : 2 3 11 0x y− + =� . Найти координаты вершин А, В и D.  

1. 17. Написать уравнение прямой, проходящей через точку (6; 4)M −  и  та-

кой, что площадь треугольника, ограниченного этой прямой и координатными 

осями, равна 50. 

1. 18. В квадрате ABCD известны координаты вершины ( )4; 3A −  и уравнение 

прямой : 2 0BD x y− = . Найти координаты вершин В и С.  

1. 19. В параллелограмме ABCD известны координаты вершины ( )2; 1A − − , 

уравнение прямой : 3 8 0BD x y+ − =  и прямой BC : : 2 7 23 0BC x y− + =  Найти 

координаты вершины C и площадь параллелограмма.  

1. 20. В ромбе ABCD известны: координаты вершины ( )1; 4A − , уравнение 

прямой : 3 0BC x y− − =  и координаты точки ( )3; 2M , лежащей на прямой 

ВD. Найти координаты вершин B, C и D.  

1. 21. В прямоугольном треугольнике АВС с гипотенузой АВ известны коор-

динаты вершин ( )5; 3A −  и ( )4;1B , а вершина С лежит на прямой 

2 6 0x y+ + = . Найти координаты вершины С. 

1. 22. В прямоугольном треугольнике АВС с гипотенузой АС известны коор-

динаты вершин ( )2; 6A −  и ( )4; 3B − , а вершина С лежит на прямой 

2 0x y+ − = . Найти координаты вершины С. 

1. 23. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием ВС известны коор-

динаты вершин ( )2; 7A −  и ( )3; 1B − − , а вершина С лежит на прямой 

2 7 0x y− − = . Найти координаты вершины С. 

1. 24. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АВ известны коор-

динаты вершин ( )4; 3A −  и ( )4;1B − , а вершина С лежит на прямой 

4 24 0x y− + = . Найти координаты вершины С. 
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Глава 2. Плоскость в пространстве 
 

2.1. Общее  уравнение плоскости  в векторной форме.  

Пусть плоскость π проходит через 

заданную точку 0 0 0 0( ; ; )M x y z  перпенди-

кулярно заданному ненулевому вектору 

{ ; ; }a b cn . Обозначим 0 0OM=r  и OM=r  

– радиус-векторы точки 0M  и точки 

( ; ; )M x y z . Тогда точка М принадлежит 

плоскости π  ⇔ вектор 0 0( )M M = −r r  параллелен плоскости π ⇔ вектор 

0( )−r r  перпендикулярен вектору n ⇔ 0( ( )) 0− = ⇔n r ri  

                                                  ( ) α=n ri ,                                                          (2.1) 

где 0( )n rα = i .  

Уравнение (2.1) называется общим уравнением плоскости в векторной  

форме.  
2.2. Общее уравнение плоскости в координатной форме. Поскольку 

вектор 0( )−r r  имеет координаты  0 0 0 0{ ; ; }M M x x y y z z− − − , получаем коор-

динатную форму уравнения плоскости, проходящей через заданную точку 

0 0 0 0( ; ; )M x y z  перпендикулярно заданному вектору { ; ; }a b cn : 

                        0 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − = .                                   (2.2) 

Раскрыв в (2.2) скобки и обозначив 0 0 0ax by xz d− − − = , получим общее 

уравнение плоскости (в координатной форме): 

                          0ax by cz d+ + + = ,                                                          (2.3) 

Это значит, что каждое уравнение вида (2.3), где 2 2 2 0a b c+ + > , задает 

плоскость, и наоборот, каждая плоскость в пространстве задается некоторым 

уравнением вида (2.3). 

2.3. Геометрический смысл коэффициентов общего уравнения плос-

кости. Пусть плоскость π задается уравнением (2.3). Тогда: 

плоскость π перпендикулярна вектору { ; ; }a b cn , который называется нор-

мальным вектором плоскости (2.3). В частности: 

0a =  ⇔  плоскость π  параллельна оси ОХ; 

0b =  ⇔  плоскость π  параллельна оси ОY; 

0c =  ⇔  плоскость π  параллельна оси ОZ; 

0d =  ⇔  плоскость π  проходит через начало координат О; 

2.4. Специальные виды уравнения плоскости:  

2.4.1.  Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. 

Если три точки 1 1 1 1( ; ; )A x y z , 2 2 2 2( ; ; )A x y z  и 3 3 3 3( ; ; )A x y z  не лежат на 

одной прямой, то уравнение плоскости, проходящей через них, имеет вид: 

{ ; ; }a b cn  

( ; ; )M x y z  

0 0 0 0( ; ; )M x y z  

0M M  

Рис. 15 

π 
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1 1 1

2 1 2 1 2 1 1 1 1

3 1 3 1 3 1

0 ( ) ( ) ( ) 0

x x y y z z

x x y y z z a x x b y y c z z

x x y y z z

− − −

− − − = ⇔ − + − + − =

− − −

,       (2.4) 

     где  2 1 2 1

3 1 3 1

y y z z
a

y y z z

− −
=

− −
, 2 1 2 1

3 1 3 1

x x z z
b

x x z z

− −
= −

− −
, 2 1 2 1

3 1 3 1

x x y y
c

x x y y

− −
=

− −
. 

2.4.2. Уравнение плоскости «в отрезках» 

Если плоскость π не проходит через на-

чало координат и пересекает координатные 

оси ОХ, OY и OZ в точках ( ; 0; 0), (0; ; 0)A a B b  

и (0; 0; )C c  соответственно(см. Рис. 16), то эта 

плоскость задается уравнением: 

         : 1
yx z

a b c
π + + =                   (2.5) 

2.4.3. Нормальное уравнение плоско-

сти. Пусть плоскость π не проходит через на-

чало координат, точка Р – ортогональная про-

екция начала координат на эту плоскость, 

OP p=  (расстояние от начала координат до 

плоскости), и вектор OP  образует с коорди-

натными осями ОХ, OY и OZ углы α, β и γ  со-

ответственно (направляющие углы этого вектора). Тогда уравнение плоскости π  

имеет вид: 

                   cos cos cosx y z pα β γ+ + =                                                    (2.6) 

Заметим, что 2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + = , а вектор OP  имеет координаты 

{ cos ; cos ; cos }OP p p pα β γ . 

2.4.4. Параметрические 

уравнения плоскости. Пусть 

плоскость π  проходит через точку 

0 0 0 0( ; ; )A x y z  и параллельна двум 

данным неколлинеарным векторам 

1 1 1 1{ ; ; }p q rs  и 2 2 2 2{ ; ; }p q rs . Эти 

векторы образуют базис в про-

странстве Vπ  всех векторов плос-

кости π. Поэтому точка ( ; ; )M x y z  

принадлежит этой плоскости ⇔ 

вектор 0A M  принадлежит про-

странству Vπ  ⇔ 0 1 1 2 2A M t t= ⋅ + ⋅s s  ⇔ 0 1 1 2 2OM OA t t≡ = + +r s s  для некоторых 

1 2,t t ∈R .  

Z 

А 

В 

С 

a 

b 

c 

ππππ 

0 Y 

X 
Рис. 16 

0 0 0 0( ; ; )A x y z  

2 2 2 2{ ; ; }p q rs  

Рис. 17 

1 1 1 1{ ; ; }p q rs  

0A M  

( ; ; )M x y z  

π  
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Уравнение  

            0 1 1 2 2OA t t= + +r s s ,    1 2,t t ∈R , 

где OM=r  – радиус вектор точки ( ; ; )M x y z , называется параметрическим 

уравнением плоскости в векторной форме. Векторы 1s  и 2s  называются на-

правляющими векторами плоскости π.  

Переходя к координатам, получим три соответствующих параметрических 

уравнения плоскости ππππ (в координатной форме): 

                                   
0 1 1 2 2

0 1 1 2 2 1 2

0 1 1 2 2

,

x x p t p t

y y q t q t t t

z z r t r t

= + + 


= + + ∈
= + + 

R                                              (2.7) 

Числа 1t  и 2t  называются параметрами, но точнее их было бы назвать 

внутренними координатами точки М на плоскости. 

2.5. Расстояние от точки до плоскости. 

Расстояние от точки 0 0 0 0( ; ; )M x y z  до плоскости : 0ax by cz dπ + + + =  

вычисляется по так называемой формуле «дробь-

модуль-корень»: 

0 0 0
0

2 2 2
( , )

ax by cz d
M

a b c
ρ π

+ + +
=

+ +
.                 (2.8) 

2.6. Расположение отрезка относительно 

плоскости.  

Пусть в пространстве дана плоскость 

: 0ax by cz dπ + + + =  и отрезок с концами в точках 

1 1 1 1( ; ; )M x y z  и 2 2 2 2( ; ; )M x y z , которые не лежат в 

этой плоскости. Для любой точки ( ; ; )M x y z  обо-

значим ( ) ( , , )M x y z ax by cz dπ πϕ ϕ= = + + + . Тогда:  

(а) отрезок 1 2M M  пересекает плоскость π,  т.е. точ-

ки 1M  и 2M  лежат по разные стороны от этой плоскости ⇔ 

1 2( ) ( ) 0M Mπ πϕ ϕ⋅ < ;   

(б) отрезок 1 2M M  не пересекает эту плоскость, т.е. точки 1M  и 2M  лежат по 

одну сторону от этой плоскости ⇔ 1 2( ) ( ) 0M Mπ πϕ ϕ⋅ >  (см. Рис. 18). 

2.7. Взаимное расположение двух плоскостей. Пусть даны две плоско-

сти 1 1 1 1 1: 0a x b y c z dπ + + + =  и 2 2 2 2 2: 0a x b y c z dπ + + + =  с нормальными век-

торами 1 1 1 1{ ; ; }a b cn  и 2 2 2 2{ ; ; }a b cn  соответственно. Тогда:  

а) плоскости 1π  и 2π  совпадают ⇔ 1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= = = ; 

б) плоскости 1π  и 2π  параллельны ⇔ 1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= = ≠ ; 

в) плоскости 1π  и 2π  пересекаются ⇔ векторы  1 1 1 1{ ; ; }a b cn  и 2 2 2 2{ ; ; }a b cn  не 

X 

Y 

Z 

O 

M1 M2 

π 

Рис.18 
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коллинеарны ⇔ 1 1

2 2

a b

a b
≠  или 1 1

2 2

b c

b c
≠ ; 

г) в частности, плоскости 1π  и 2π  перпендикулярны ⇔ их нормальные векторы 

1n  и 2n  перпендикулярны ⇔ 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 0 0a a b b c c= ⇔ + + =in n ; 

д) в общем случае косинус острого угла между плоскостями 1π  и 2π  равен мо-

дулю косинуса угла между их нормальными векторами:  

( ) 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2

1 1 1 2 2 2

( )
cos ^ cos( ^ )

a a b b c c

a b c a b c
π π

+ +
= = =

⋅ + + ⋅ + +

in n
n n

n n
;    (2.9) 

е) если две плоскости 1π  и 2π  параллельны, то, не нарушая общности, можно 

считать, что они задаются уравнениями 1 1: 0ax by cz dπ + + + =  и 

2 2: 0ax by cz dπ + + + = . Тогда расстояние между этими плоскостями вычисля-

ется по формуле   

                            1 2
1 2

2 2 2
( , )

d d

a b c
ρ π π

−
=

+ +
.                                                      (2.10) 

2.8. Решение типовых примеров к главе 2. 

Пример 2. 1. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

(3; 5; 2)A −  и параллельной плоскости : 2 3 4 5 0x y zσ − + − = . 

Решение. Искомая плоскость π имеет тот же нормальный вектор, что и 

плоскость σ, а именно, {2; 3; 4}−n , поэтому уравнение плоскости π имеет вид 

     : 2( 3) 3( 5) 4( 2) 0 2 3 4 17 0x y z x y zπ − − − + + = ⇔ − + + = . 

Ответ: 2 3 4 17 0x y z− + + = .  

Пример. 2. 2. Написать уравнение плоскости, проходящей через три дан-

ные точки (2; 5; 3),A  (3; 2;1)B  и (4;1; 2)C . 

Решение. 1-й способ. Нормальный вектор искомой плоскости, перпенди-

кулярен векторам {1; 3; 2}AB − −  и {2; 4; 1}AC − − , поэтому он коллинеарен (про-

порционален) их векторному произведению:   

       ( ) ( )1 3 2 5 3 2 {5; 3; 2} ( 1)

2 4 1

AB ACλ λ λ λ= ⋅ × = ⋅ − − = − − + = − = −

− −

i j k

n i j k .  

Искомая плоскость АВС проходит через точку (2; 5; 3)A  перпендикулярно 

вектору {5; 3; 2}−n :  

АВС:  5( 2) 3( 5) 2( 3) 0 5 3 2 19 0x y z x y z− + − − − = ⇔ + − − = .  

Второй способ. Искомое уравнение получим как уравнение плоскости, 

проходящей через три заданные точки А, В и С (см. (2.4)):  

2 5 3 2 5 3

: 3 2 2 5 1 3 0 1 3 2 0

4 2 1 5 2 3 2 4 1

5( 2) 3( 5) 2( 3) 0 5 3 2 19 0.

x y z x y z

ABC

x y z x y z

− − − − − −
− − − = ⇔ − − = ⇔

− − − − −

⇔ − − − − + − = ⇔ + − − =
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Третий способ. Напишем параметрические уравнения этой плоскости. 

Пусть 1 2{1; 3; 2}, {2; 4; 1}AB AC= − − = − −s s  – направляющие векторы плоскости 

АВС,  ( ; ; )M x y z  – произвольная точка этой плоскости. Тогда 

1 2OM OA t AB t AC= + + , или, в координатах: 

                
1 2

1 2 1 2

1 2

2 2

5 3 4 , ,

3 2

x t t

y t t t t

z t t

= + +


= − − ∈
 = − −

R .  

Ответ. 5 3 2 19 0x y z+ − − =  или 
1 2

1 2 1 2

1 2

2 2

5 3 4 , ,

3 2

x t t

y t t t t

z t t

= + +


= − − ∈
 = − −

R . � 

Пример 2. 3. Найти расстояние от точки (3; 1; 6)D −  до плоскости АВС из 

примера 2. 2.  

Решение. По формуле (2.8) искомое расстояние от точки (3; 1; 6)D −  до 

плоскости : 5 3 2 19 0ABC x y z+ − − =  равно  

1
2

5 3 3( 1) 2 6 19 19
( , ) 38.

25 9 4 38
D ABCρ

⋅ + − − ⋅ −
= = =

+ +
� 

Пример 2. 4. Найти угол между плоскостями 1 : 2 4 5 0x y zπ + − + =  и 

2 : 3 2 7 0x y zπ − + + = . 

Решение. Нормальные векторы этих плоскостей имеют координаты: 

1 2{2;1; 4}, {3; 1; 2}− −n n . По формуле (2.9),  

( ) ( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

( ) 2 3 1 ( 1) ( 4) 2 3 3
cos ^ cos ^ .

4 1 16 9 1 4 21 14 7 6
π π

⋅ + ⋅ − + − ⋅
= = = = =

⋅ + + + +

n n
n n

n n

i

 

Ответ. ( )1 2
3

cos ^
7 6

π π = .� 

Пример 2. 5. Проверить, что плоскости 1 : 6 9 18 5 0x y zπ − + − =  и 

2 : 4 6 12 7 0x y zπ − + + =  параллельны, и найти расстояние между ними.  

Решение. В самом деле, 
6 9 18 5
4 6 12 7

− −= = ≠
−

, поэтому (см. п.2.7. б)) 1 2π π� . 

Для нахождения расстояния между ними приведем их уравнения к одинаковым 

коэффициентам при переменных, для чего первое уравнение разделим на 3, а 

второе – на 2: 
5

1 3
: 2 3 6 0x y zπ − + − = ,    7

2 2
: 2 3 6 0x y zπ − + + = . 

По формуле (2.10) находим:  
5 7
3 2

1 2
31

( , )
424 9 36

ρ π π
− −

= =
+ +

. � 

Пример 2. 6. Составить уравнения плоскостей, делящих пополам дву-

гранные углы, образованные плоскостями : 2 3 0x y zπ − + − =  и 

: 5 2 5 4 0x y zσ + − + = .  
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Решение. Точка ( ; ; )M x y z  принадлежит плоскости, делящей пополам 

угол, образованный плоскостями 1π  и 2π  ⇔ точка М равноудалена от этих 

плоскостей: 

1 2

2 3 5 2 5 4
( , ) ( , )

6 54

3( 2 3) 5 2 5 4
3 2 3 5 2 5 4

3( 2 3) 5 2 5 4

x y z x y z
M M

x y z x y z
x y z x y z

x y z x y z

ρ π ρ π
− + − + − +

= ⇔ = ⇔

− + − = + − +
⇔ − + − = + − + ⇔ ⇔ − + − = − − + −

 

2 5 11 13 0

8 5 0

x y z

x y z

− − + − =
⇔  − + − =

.  

Эти плоскости, как и следовало ожидать, перпендикулярны, т.к. скаляр-

ное произведение их нормальных векторов 1{ 2; 5;11}− −n  и 2{8; 1;1}−n  равно ну-

лю: 

1 2( ) ( 2) 8 ( 5) ( 1) 11 1 0= − ⋅ + − ⋅ − + ⋅ =n ni . 

Ответ:  2 5 11 13 0x y z+ − + = , 8 5 0x y z− + − = .� 

Пример 2. 7. Составить уравнение плоскости, образующей с осями ОY и 

OZ одинаковые углы, проходящей через точку ( 2; 3; 1)A −  и удаленной от на-

чала координат на расстояние 3d = . 

Решение. Если нормальный вектор какой-то плоскости образует с неко-

торой координатной прямой угол ϕ , то сама плоскость образует с этой прямой 

угол 
2
π ϕ− . Пусть нормальный вектор искомой плоскости образует с коорди-

натными осями углы ,a β  и γ . Тогда нормальное уравнение искомой плоскости 

(см. п. 2.4.3) имеет вид cos cos cos 3x y zα β γ+ + = . 

По условию,   

2 2 cos cos
2 2

2 2

π πβ γ β γπ πβ γ γ β
π π β γ πβ γ

 − = − =− = − ⇔ ⇔ ⇔ = ± + =− = −

. 

Если обозначить cos , cosp qα β= = , то уравнение искомой плоскости 

примет вид (а) 3px qy qz+ + =  или (б) 3px qy qz+ − = , причем, 
2 2 2 2 2cos cos cos 1 2 1p qα β γ+ + = ⇔ + = .  

Случай (а). По условию, искомая плоскость проходит через точку А, зна-

чит,    

 
( )2 2 2 21 1

22

2

2 3 3 (3 2 ) 2 1 9 12 4 2 1

8 12 7 0, 144 224 0 нет  решений.

p q q p p q q q q

q q D

θ+ − = ⇒ = − ⇒ + = ⇒ − + + =

⇒ − + = = − < ⇒
 

Случай (б): искомая плоскость проходит через точку А, значит, 
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( )2 2 2 21 1
22

1 1
1 122 2

7 1
2 210 5 2

2 3 3 (3 4 ) 2 1 9 24 16 2 1

20 24 7 0

p q q p q p q q q q

q p
q q

q p

+ + = ⇒ = − ⇒ + = ⇒ − + + =

 = ⇒ =
⇒ − + = ⇒ 

= ⇒ =
Получим два варианта уравнения искомой плоскости: 

1 1 1
2 22

7 71
10 105 2

1) 3 2 6 0;

2) 3 2 7 7 30 0.

x y z x y z

x y z x y z

+ − = ⇔ + − − −

+ − = ⇔ + − − =
 

Ответ. 2 6 0x y z+ − − −  или 2 7 7 30 0x y z+ − − = .� 

Пример 2. 8. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

(1; 4; 2)A  и (1;1; 1)B −  и отстоящей от начала координат на расстояние 
1

3
. 

Решение. Искомая плоскость задается уравнением вида 0ax by cz d+ + + = , и 

по условию, 0d ≠ . Разделим это уравнение на  d и положим 
a
d

α = , 

,
b c
d d

β γ= = , тогда искомая плоскость (1; 4; 2)A  и (1;1; 1)B − , и запишем фор-

мулу для расстояния от точки (0; 0; 0)O  до этой плоскости. Получим три урав-

нения: 

                         

2 2 2

4 2 1 0

1 0

1 1
;

3

α β γ
α β γ

α β γ

+ + + =
 + − + =


=
+ +

 

Выразим из первых двух уравнений две переменные, например, α и β  через γ, 

для чего из первого уравнения вычтем первое и разделим на 3, получим β γ= − , 

а если из исходного первого уравнения вычесть учетверенное второе, то полу-

чится (после сокращения на 3) 2 1α γ= − . Подставив в третье уравнение, полу-

чим два решения:         

2 2 2

,

2 1,

(2 1) 3

β γ
α γ

γ γ γ

 = −


= −
 − + + =

5
2 31

1
1 2 3

2 1
1 2 3

,1,2 1,

, 1, ,

1;3 2 1 0; .

ααα γ
β γ β β

γγ γ γ

 = − == − 
  

⇔ = − ⇒ = − =  
  =− − =  = − 

 Получатся две 

плоскости:  

Ответ. 1 : 1 0x y zπ − + + =  и 5 1 1
2 3 3 3

: 1 0 5 3 0x y z x y zπ − + − + = ⇔ − + − = .� 

2.9. Решение геометрических задач с помощью уравнения  

плоскости.  

Разберем несколько стереометрических задач, где успешно применяется 

аналитическая геометрия. 

Пример 2. 9. Все плоские углы при вершине D тетраэдра ABCD прямые, 

причем, некоторая точка М грани АВС удалена от остальных граней BCD, ACD 
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и ABD на расстояния 3, 4 и 5 соответственно. С помощью аналитической гео-

метрии определить наименьший объем этого тетраэдра. 

Решение. Поместим вершину тетраэдра в начало координат, а коорди-

натные оси ОХ, OY и OZ направим вдоль боковых рёбер тетраэдра DA, DB  и 

DC соответственно. Тогда точка М будет иметь координаты (3; 4; 5)M . Пусть 

длины боковых ребер тетраэдра равны 0, 0, 0DA a DB b DC c= > = > = > . То-

гда уравнение плоскости АВС запишется «в отрезках» следующим образом: 

                         1
yx z

a b c
+ + = .  

Поскольку эта плоскость про-

ходит через точку (3; 4; 5)M , то 

3 4 5
1

a b c
+ + = . Объем данного тетра-

эдра равен 1
6

V abc= . Итак, надо 

решить задачу:          

              1
6

minV abc= →   

при условиях: 
3 4 5

1
a b c

+ + = , 

0, 0, 0a b c> > > .  

Обозначим: 

3 5
, ,

a b c
α β γ4= = = , тогда получим, 

что надо найти наибольшее значе-

ние произведения 

60 10
max

abc V
αβγ = = →  при условии 1α β γ+ + = . Вспомним из курса средней 

школы, что, если сумма нескольких положительных чисел постоянна, то их 

произведение будет наибольшим когда они равны друг другу(
1
). Следователь-

но, объём тетраэдра будет минимальным при 1
3

α β γ= = = , т.е. при 

9, 12, 15a b c= = = , 1
min 6

9 12 15 270.V = ⋅ ⋅ ⋅ = � 

Пример 2. 10. Найти радиус и координаты центра описанной окружности 

треугольника АВС с вершинами (1;1; 3)A , ( 1; 2; 2)B −  и (7; 3;1)C − . 

                                                
(1) Это следует из известного неравенства о среднем арифметическом и среднем геометрическом: для 

любых неотрицательных чисел 1 2, , ..., na a a  справедливо неравенство 1 2
1 2

...
...n n

n

a a a
a a a

n

+ + +
≥ ⋅ ⋅ ⋅ , 

причем, точное равенство выполняется, только когда 1 2 ... na a a= = = . Тогда, если 

1 2 ... na a a C const+ + + = = , то ( ) ( )1 2
1 2 1

...
...

n n
n

n

a a a C
a a a C

n n

+ + +
⋅ ⋅ ⋅ ≤ = = , причем, максимальное 

значение произведения 1 2 1... na a a C⋅ ⋅ ⋅ =  возможно только, когда все числа ia  равны друг другу.  

M 

X 

Y 

Z 

C 

B 

A 

D 

Рис. 19 
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Решение. Искомый 

центр описанной окружно-

сти Q лежит в плоскости 

треугольника и равноуда-

лён от всех его вершин, 

следовательно, он лежит на 

пересечении трех плоско-

стей: плоскости АВС, плос-

кости π, состоящей из всех 

точек, равноудаленных от 

вершин А и В, (т.е. прохо-

дящей через точку D – се-

редину стороны АВ пер-

пендикулярно ей), и плос-

кости σ, проходящей через 

точку Е – середину стороны 

АС перпендикулярно ей 

(см. Рис. 20).  

   Уравнение плоскости АВС:      

1 1 3

0 6( 1) 10( 1) 2( 3) 0 3 5 5 02 1 1

6 4 2

x y z

x y z x y z

− − −
= ⇔ − − − − + − = ⇔ + − − =− −

− −

. 

Находим координаты векторов: { 2;1; 1}AB − − , {6; 4; 2}AC − −  и точек ( )3 5
2 2

0; ;D , 

( )4; 1; 2E − .  

Уравнение плоскости π : 3 5
2 2

2( 0) ( ) ( ) 0 2 1 0x y z x y z− − + − − − = ⇔ − + − = . 

Уравнение плоскости σ : 6( 4) 4( 1) 2( 2) 0 3 2 12 0x y z x y z− − + − − = ⇔ − − − = . 

Координаты точки Q пересечения этих плоскостей являются решением системы  

уравнений этих трех плоскостей (АВС, π и σ):    

                            

3 5 5 2

2 1 1

3 2 12 4

x y z x

x y z y

x y z z

+ − = = 
 

− + = ⇒ = − 
 − − = = − 

 (2; 1; 4)Q⇒ − − . 

Радиус описанной окружности равен расстоянию от точки Q до любой верши-

ны:  1 4 49 3 6.R QA= = + + =   

Ответ: (2; 1; 4), 3 6Q R− − = . � 

Пример 2. 11. Для тетраэдра с вершинами в точках (3; 9; 3), (2; 6; 9)A B− , 

(4;1; 8)C  и (8; 6; 3)D  найти координаты центра описанной сферы и её радиус. 

Решение. Центр Р описанной сферы тетраэдра равноудален от всех его 

вершин и лежит на пересечении трех плоскостей, равноудаленных от концов 

ребер, например, АВ, АС и AD. Напишем уравнения этих плоскостей. Плоскость 

1π  является геометрическим местом точек ( ; ; )M x y z , равноудаленных от вер-

шин А и В, поэтому её уравнение: 

A 

C 

B 

D 

E 
Q 

π 

σ 

Рис. 20 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( , ) ( , ) ( 3) ( 9) ( 3) ( 2) ( 6) ( 9)

6 9 18 81 6 9 4 4 12 36 18 81
2 6 24 22 0 3 12 11 0.

M A M B x y z x y z

x x y y z z x x y y z z
x y z x y z

ρ ρ= ⇔ − + − + + = − + − + − ⇔

⇔ − + + − + + + + = − + + − + + − + ⇔
⇔ − − + − = ⇔ + − + =

Плоскость 2π  является геометрическим местом точек ( ; ; )M x y z , равноудален-

ных от вершин А и С, поэтому она, как известно из стереометрии, проходит че-

рез середину Е отрезка АС перпендикулярно ему. Точка Е имеет координаты 

( ) ( )3 4 9 1 3 8 7 5
2 2 2 2 2

; ; ; 5;E + + − + = , а нормальным вектором плоскости 2π  является век-

тор {1; 8;11}AC − . Уравнение плоскости 2π :   

               ( ) ( )7 5
2 2

8( 5) 11 0 8 11 9 0x y z x y z− − − + − = ⇔ − + + = . 

Аналогично находим уравнение плоскости 3π , стоящей из всех точек, равно-

удаленных от вершин А и D: 5 3 6 5 0x y z− + − = . 

Координаты точки Р – центра описанной сферы являются решениями системы 

уравнений этих трех плоскостей: 

            

3 12 11 0

8 11 9 0

5 3 6 5 0

x y z

x y z

x y z

+ − + =


− + + =
 − + − =

   ⇒  

1,

4,

2.

x

y

z

=


=
 =

    т.е. (1; 4; 2)P .  

Радиус описанной сферы равен расстоянию от центра Р до любой вершины, на-

пример до А:   2 2 22 5 5 54 3 6.R PA= = + + = =  

Ответ. (1; 4; 2), 3 6P R = . � 

Пример 2. 12. Для тетраэдра с вершинами (1; 5; 4)A , (3; 7; 6)B , (4; 2; 7)C  

и (4; 8;1)D  найти координаты центра вписанного шара и его радиус. 

Решение. Центр шара, вписанного в тетраэдр ABCD, лежит на пересече-

нии его биссекторных(
2
) плоскостей трех его двугранных углов, например, при 

рёбрах АВ, АС и ВС. Сначала напишем уравнения плоскостей всех граней тет-

раэдра  

Плоскость АВС:  

1 5 4 1 5 4
12( 1) 0( 5) 12( 4) 0

3 1 7 5 6 4 0 2 2 2 0
3 0.

4 1 2 5 7 4 3 3 3

x y z x y z
x y z

x z

− − − − − −
⇔ − − − − − =

− − − = ⇔ =
⇔ − + =

− − − −

Плоскость ABD: 

1 5 4 1 5 4
12( 1) 12( 5) 0( 4) 0

3 1 7 5 6 4 0 2 2 2 0
4 0.

4 1 8 5 1 4 3 3 3

x y z x y z
x y z

x y

− − − − − −
⇔ − − + − + − =

− − − = ⇔ =
⇔ − + =

− − − −

Аналогично находим уравнения плоскостей двух других граней: 

плоскость ACD: 9 0y z+ − = ; 

плоскость BCD: 4 25 0x y z+ + − = . 

                                                
(2) Биссекторная плоскость двугранного угла – это плоскость, проходящая через ребро этого дву-

гранного угла и делящая его пополам. 
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A 

B 

C 

D 

π1 

Рис. 21 

Теперь напишем уравнения плоскостей, делящих пополам двугранные углы, 

образованные плоскостями АВС и ABD: они состоят из точек ( , , )M x y z , равно-

удаленных от этих плоскостей (см. пример 16): 

4 3 43
( , ) ( , )

3 42 2

x y x z x yx z
M ABC M ABD

x z x y
ρ ρ

− + − + = − +− +
= ⇔ = ⇔  − + = − + −

  

Нам нужна та их двух полученных плоскостей 

1 2: 1 0, : 2 7 0y z x y zπ π− − = − − + = , кото-

рая пересекает отрезок CD.   

1 1

1 1

( ) (4; 2; 7) 2 7 1 0,

( ) (4; 8;1) 8 1 1 0,

C

D

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= = − − <

= = − − >
 

2 1

2 2

( ) (4; 2; 7) 2 4 2 7 7 0,

( ) (4; 8;1) 2 4 8 1 7 0.

C

D

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= = ⋅ − − + >

= = ⋅ − − + >
 

Это значит, что первая из полученных 

плоскостей пересекает отрезок CD, а вто-

рая – нет. Итак, биссекторная плоскость 

двугранного угла при ребре АВ тетраэдра 

ABCD имеет уравнение 1 : 1 0y zπ − − = . 

Аналогично находим уравнение биссекторных плоскостей при рёбрах АС и ВС   

При ребре АС:  

9 3 93
( , ) ( , )

3 92 2

y z x z y zx z
M ABC M ACD

x z y z
ρ ρ

+ − − + = + −− +
= ⇔ = ⇔  − + = − − +

 

Получим две плоскости: 3 4: 2 12 0, : 6 0x y z x yπ π− − + = + − = . 

Искомая плоскость должна пересекать ребро BD: 

3 3 3 3( ) (3; 7; 6) 3 7 12 12 0, ( ) (4; 8;1) 4 8 2 12 0,B Dϕ ϕ ϕ ϕ= = − − + < = = − − + >  

4 4 4 4( ) (3; 7; 6) 3 7 6 0, ( ) (4; 8;1) 4 8 6 0.B Dϕ ϕ ϕ ϕ= = + − > = = + − >  

Это значит, что плоскость 3π  пересекает отрезок BD и является искомой бис-

секторной плоскостью, а 4π  – нет. 

Точно так же находим уравнение биссекторной плоскости при ребре ВС: 

4 253
( , ) ( , )

2 18
3( 3) 4 25

3( 3) 4 25

x y zx z
M ABC M BCD

x z x y z

x z x y z

ρ ρ
+ + −− +

= ⇔ = ⇔

− + = + + −
⇔  − + = − − − +

 

Получаем еще две плоскости: 

5 6: 4 34 0, : 7 2 16 0x y z x y zπ π+ + − = + − − = . 

5 5

6 5

( ) 1 5 16 34 0, ( ) 4 8 4 34 0,
( ) 7 5 8 16 0, ( ) 28 8 2 16 0.
A D

A D

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= + + − < = + + − <
= + − − < = + − − >

 

Значит, 6 : 7 2 16 0x y zπ + − − =  – биссекторная плоскость двугранного угла при 

ребре ВС. Центр Q вписанного шара лежит на пересечении найденных плоско-

стей 1 3,π π  и 6π , и его координаты являются решениями системы уравнений 

этих плоскостей: 
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1

3

6

: 1 0,

: 2 12 0,

: 7 2 16 0;

y z

x y z

x y z

π
π
π

− − =


− − + =
 + − − =

 

Решив эту систему (например, по формулам Крамера) находим 
28 2314

5 5 5
2,8; 5,6; 4,6x y z= = = = = = ; центр вписанного шара Q имеет координа-

ты (2,8; 5,6; 4,6)Q , его радиус равен расстоянию от точки Q до любой из гра-

ней, например, АВС: 

   
2,8 4,6 3 3 2

( , ) .
52

r Q ABCρ
− +

= = =  

Для контроля убедимся, что расстояние от точки Q до плоскости, скажем, ACD 

такое же: 

5,6 4,6 9 3 2
( , ) .

52
Q ACDρ

+ −
= =      

Ответ: (2,8; 5,6; 4,6)Q , 
3 2

5
r = .� 

2.10. Задачи для самостоятельного решения к главе 2. 

2. 1. Составить уравнение плоскости, проходящей: 

(а) через данную точку ( 1; 5; 2)A −  параллельно плоскости 2 7 4 0x y z+ − + = ; 

(б) через данную точку (3; 5;1)B  перпендикулярно прямой BD, где (6; 3; 6)D ; 

(в) через три данные точки (2; 4;1)A , ( 1; 6; 3)B −  и (1; 3; 2)C . 

2. 2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки ( )1; 2; 3A , 

(3; 1; 2)B −  параллельно вектору {2; 4;1}m .  

2. 3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )3; 4;1A − −  и 

перпендикулярной плоскостям 1 : 3 3 1 0x y zπ − − + =  и 2 : 2 3 5 0x y zπ + + + = . 

2. 4.  Найти расстояние от точки ( )1; 5; 5A −  до плоскости 4 2 2 0x y z− − + = . 

2. 5. Написать уравнение геометрического места точек ( ; ; )M x y z : 

(а) равноудаленных от двух данных точек (4;1; 2)A  и (1; 6; 0)B ; 

(б) для которых разность квадратов расстояний до точек (4; 3;1)A  и ( 1; 6; 2)B −  

равна 7; 

(в) равноудаленных от двух данных плоскостей 2 7 4 0x y z+ − + =  и 

2 3 0x y z− + + = . 

2. 6. Доказать, что плоскости 1 : 3 2 6 0x y zπ − + + =  и 2 : 2 6 4 1 0x y zπ − + − − =  

параллельны, и найти расстояние между ними.  

2. 7. Доказать, что плоскости 1 : 2 2 5 0x y zπ + − + =  и 2 : 2 3 6 4 0x y zπ − − − =  

пересекаются, и найти косинус острого угла между ними.  

2. 8. Исследовать взаимное положение двух плоскостей 1π  и 2π . Если они па-

раллельны, то найти расстояние между ними, а если пересекаются, то найти 

острый угол между ними.  
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(а) 1 : 2 3 2 0x y zπ − + − − , 2 : 5 2 0x y zπ + − − = ; 

(б) 1 : 4 2 6 5 0x y zπ + − + = , 2 : 6 3 9 4 0x y zπ + − − = . 

2. 9. Исследовать взаимное расположение двух плоскостей (совпадают, па-

раллельны или пересекаются). Если они  параллельны, то найти расстояние ме-

жду ними, а если пересекаются, то найти угол между ними: 

(а) 1 :10 2 6 7 0x y zπ + − + = , плоскость 2π  проходит через точки (1; 2; 1)A − , 

(2; 3;1)B  и (3;1; 2)C ;  (б) 1 : 3 2 0x y zπ + − + = , плоскость 2π  проходит через 

точки (3; 1; 2)A − , (1; 2; 4)B  и (2; 3;1)C ; (в) 1 : 4 3 5 0x y zπ − − + = , плоскость 2π  

проходит через точки (2;1; 4)A , (1; 3; 2)B  и (3; 2; 5)C . 

2. 10. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки (1;1; 0)A  и 

( 1; 3; 4)B −  и отстоящей от начала координат на расстояние 
4

11
. 

2. 11. При каком значении λ плоскости 1 : 2 5 7 0x y zπ λ − + + =  и 

2 : 12 1 0x y zπ λ λ+ + − =  перпендикулярны? 

2. 12.  Составить уравнение плоскости, проходящей через точки (1; 3; 5)M  и 

(8; 7; 7)K , и отсекающей на осях ОY и ОZ равные ненулевые отрезки. 

2. 13.  Составить уравнения плоскостей, параллельных плоскости 

0Ax By Cz D+ + + =  и отстоящих от неё на расстояние d. 

2. 14. На оси ОХ найти точки, равноудаленные от точки (4; 1;1)A −  и от плоско-

сти : 2 4 0x y zπ − − + = . 

2. 15. Составить уравнение плоскости, отсекающей на координатных осях не-

нулевые отрезки, пропорциональные числам 1, 2 и 3, и отстоящей от точки 

(1; 3; 4)A −  на расстояние 1d = . 

2. 16. В тетраэдр, ограниченный координатными плоскостями и плоскостью 

: 2 10 3 30 0x y zπ − + − = , вписан в куб, одна из вершин которого совпадает с на-

чалом координат, три его ребра, выходящие из этой вершины, лежат на коор-

динатных осях, а вершина, противоположная началу координат, лежит в плос-

кости π. Найти объем куба. 

2. 17.  Найти значение λ, при котором расстояние от точки (1; 2; 3)M  до плос-

кости 2 7 0x y zλ − + + =  равно 3. 

2. 18. Найти углы, которые образует плоскость 0ax by cz d+ + + = : (а) с осью 

ОХ; (б) с плоскостью OXZ.  

2. 19. Найти тангенсы углов, которые образуют координатные оси ОХ, OY и OZ 

с плоскостью z ax by c= + + . 

2. 20. Найти угол между плоскостью 3 2 6 4x y z− + =  и прямой, проходящей 

через точки (2; 4;1)A  и (3; 6; 1)B − . 

2. 21. Найти объем пирамиды, ограниченной координатными плоскостями и 

плоскостью 12 3 8 24 0x y z− + − = . 

2. 22. Найти площадь треугольника, отсекаемого координатными плоскостями 

на плоскости 6 3 2 24 0x y z+ − − = . 
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2. 23. Составить уравнение плоскости, параллельной плоскости 

: 4 5 0x y zπ − + + =  и отстоящей от точки (5;1;1)M  на расстояние 18 . 

2. 24. Для тетраэдра с вершинами в точках (9; 3; 2), (6; 2;10)A B− , (1; 4; 9)C  и 

(6; 8; 4)D  найти координаты центра описанной сферы и её радиус. 

2. 25. Для тетраэдра с вершинами (2; 4; 5)A − , (4; 6; 7)B − , (5; 7; 2)C −  и 

(5;1; 8)D −  найти координаты центра вписанного шара и его радиус. 

2. 26.  В пространстве даны четыре точки (1; 0; 0), (0; 2; 0), (0; 0; 3)A B C  и 

(2;1; 2)D . Написать уравнение плоскости, равноудаленной от этих четырех то-

чек, причем, (а) точка А лежит по одну сторону от этой плоскости, а остальные 

три точки – по другую; (б) точки А и В лежат по одну сторону от этой плоско-

сти, а точки C и D по другую. 

2. 27. В треугольнике АВС известны координаты его вершин: (5; 1; 3)A − − , 

(5; 3; 9)B  и  (6; 4; 7)C . Найти координаты центра описанной окружности и её 

радиус; (б) координаты точки пересечения высот треугольника АВС.  
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Глава 3. Прямая в пространстве 

          Прямая в пространстве может быть задана разными способами. 

3.1. Общие уравнения прямой в пространстве. Любую прямую в про-

странстве можно рассматривать как пересечение двух плоскостей 1π  и 2π  (см. 

Рис. 22), поэтому её можно задать в виде системы уравнений этих (пересекаю-

щихся!) плоскостей: 

                            ℓ: { 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

0 :

0 :

a x b y c z d

a x b y c z d

π
π

+ + + =

+ + + =
                                           (3.1)  

Эти уравнения называются общими уравнениями прямой  в пространстве.                 

3.2. Параметрические и канонические 

уравнения прямой в пространстве. Пусть 

прямая ℓ в пространстве проходит через точку 

0M  и параллельна ненулевому вектору s (ко-

торый называется направляющим вектором 

прямой ℓ ). Тогда:  

точка М принадлежит прямой ℓ ⇔ векторы s и 

0 0M M = −r r  коллинеарны ⇔    

0 0t t− = ⋅ ⇔ = + ⋅r r s r r s  для некоторого t ∈R . 

Уравнение   

                                  0 t= + ⋅r r s , t ∈R ,                                                         (3.2) 

называется параметрическим уравнением прямой в векторной форме. Если 

перейти к координатам: ( ; ; )M x y z , 0 0 0 0( ; ; )M x y z  и { ; ; }p q rs , то соответст-

вующие уравнению (3.2) три координатные записи: 

0

0

0

x x pt

y y qt t

z z rt

= + 


= + ∈
= + 

R                                                               (3.3) 

называются параметрическими уравнениями прямой (в пространстве) в ко-

ординатной форме.  Исключив из уравнений (3.3) параметр t, получим урав-

нения: 

            0 0 0x x y y z z

p q r

− − −
= = ,                                                       

(3.4) 

(каждое из отношений равно t). Эти уравнения 

называются каноническими уравнениями пря-

мой в пространстве. Отметим, что в уравнениях 

(3.4) один и даже два (но не три!) знаменателя 

могут быть равны нулю, поскольку у ненулевого 

вектора одна или две координаты (но не все три 

сразу!) могут равняться нулю; в этом случае чис-

литель этой дроби тоже равен нулю, и сама пря-

мая перпендикулярна соответствующей коорди-

натной оси. 

π1 

π2 

ℓ 

Рис. 22 

s 

M0 

M 

X 

Y 

Z 

O 

Рис. 23 
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3.3. Общее векторное уравнение прямой в пространстве. Пусть прямая 

ℓ в пространстве проходит через точку 0M  и параллельна ненулевому вектору s 

(который называется направляющим вектором прямой ℓ). Тогда:  

точка М принадлежит прямой ℓ ⇔ векторы s и 0 0M M = −r r  коллинеарны ⇔     

⇔ их векторное произведение равно нулю ⇔  

0[ ( )]× − =s r r 0 .                                                                   (3.5) 

Уравнение (3.5) есть общее векторное уравнение прямой в пространстве, про-

ходящей через точку 0M  (с радиус-вектором 0r ) параллельно вектору s. 

Это уравнение можно преобразовать так:  

[ ]× =s r m ,                                                                (3.6) 

где 0[ ]= ×m s r . 

Уравнение (3.6) задает однозначно некоторую прямую в пространстве, если 

вектор ≠s 0 , а вектор m ортогонален вектору s.  

3.4. Переход от канонических уравнений прямой к общим уравнени-

ям и обратно. Пусть прямая ℓ задана общими уравнениями, т.е. в виде пересе-

чения двух плоскостей 1π  и 2π (3.1). Очень часто требуется задать эту прямую 

каноническими (или что почти тоже самое) параметрическими уравнениями.  

Первый способ: надо найти её направляющий вектор s  и координаты хоты бы 

одной точки 0 0 0 0( ; ; )M x y z  этой прямой. Прямая ℓ лежит в каждой из этих двух 

плоскостей 1π  и 2π , поэтому она перпендикулярна их нормальным векторам 

1 1 1 1{ ; ; }a b cn  и 2 2 2 2{ ; ; }a b cn . Следовательно, в качестве направляющего вектора 

прямой ℓ можно взять векторное произведение 1 2[ ]= ×s n n . Далее надо произ-

вольно задать значение одной из координат, например, 0x = , или 1y = , и, ре-

шив систему (3.1), найти значения остальных координат точки 0M  этой пря-

мой.  

Второй способ: надо найти общее решение системы (3.1), выбрав одну из пе-

ременных, например, z, в качестве свободной и, обозначив её буквой t, выра-

зить через неё значения остальных переменных. Мы получим параметрические 

уравнения прямой ℓ, откуда легко получаются канонические уравнения.  

      Наоборот, имея канонические уравнения (3.4) прямой ℓ, её легко можно за-

дать в виде пересечения двух плоскостей, к тому же параллельным каким-то 

двум координатным осям:  

      

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.

x x y y

x x y y z z q x x p y yp q

y y z z r y y q z zp q r

q r

− −
=− − − − − − =

= = ⇔ ⇔ − − − − − = =


 

Первое уравнение задает плоскость, параллельную оси OZ, а второе – парал-

лельную OX 

3.5. Уравнения прямой, проходящей через две заданные точки: 

1 1 1 1( ; ; )A x y z  и 2 2 2 2( ; ; )A x y z . Поскольку вектор 1 2 2 1 2 1 2 1{ ; ; }A A x x y y z z= − − −s  

является направляющим для этой прямой, то её канонические уравнения имеют 
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вид:   

                                       1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

− − −
= =

− − −
 

3.6. Расстояние от точки до прямой в 

пространстве. Расстояние от точки 

1 1 1 1( ; ; )M x y z  до прямой ℓ, проходящей через 

точку 0 0 0 0( ; ; )M x y z  параллельно вектору 

{ ; ; }p q rs , равно высоте параллелограмма (по-

строенного на векторах 0 1M M  и s), опущенной 

на сторону s и поэтому равно отношению пло-

щади этого параллелограмма к длине этой сто-

роны (см. Рис. ) и, следовательно, вычисляется по формуле:  

                         
0 1

1

[ ]
( ; )

M M
Mρ

×
=�

s

s
                                                        (3.7) 

В координатах эта простая формула выглядит довольно громоздко: 

2 22

1
2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 01 0 1 0
( ; )

p r p qq r
x x z z x x y yy y z z

M
p q r

ρ

+ +− − − −− −
=

+ +
� ,        (3.8) 

Поэтому легче запомнить не эту формулу, а её векторную версию (3.7). 

3.7. Пучок плоскостей. Пусть даны две непараллельные плоскости, пере-

секающиеся по некоторой прямой ℓ, заданные своими общими уравнениями     

                    1 1 1 1 1 1: 0 ( , , ) 0a x b y c z d x y zπ ϕ+ + + = ⇔ =   

и  

                    2 2 2 2 2: 0a x b y c z dπ + + + = 2 ( , , ) 0x y zϕ⇔ = .  

Тогда уравнение:  

         1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( , , ) ( , , ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

x y z x y z

a a x b b y c c z d d

ϕ λϕ
λ λ λ λ

+ = ⇔

⇔ + + + + + + + =
                         (3.9.) 

с параметром constλ = ∈R  задает семейство всех плоскостей, проходящих че-

рез прямую ℓ, кроме плоскости 2π . Это семейство плоскостей называется пуч-

ком плоскостей. Таким образом, (3.9) есть 

уравнение пучка плоскостей, т.е. уравнение 

(почти) всех плоскостей, проходящих через ли-

нию пересечения двух данных плоскостей. Это 

значит, что при любом значении параметра λ 

уравнение (3.9) задает некоторую плоскость σ, 

проходящую через  прямую ℓ – линию пересе-

чения плоскостей 1π  и 2π , и наоборот, всякая 

плоскость σ, проходящая через прямую ℓ, кро-

ме 2π , задается уравнением вида (3.9) при под-

ходящем значении λ (см. Рис. 25). 

π1 

π2 

ℓ 

Рис. 25 

σ 

s 

M1 

M0 

h 

ℓ 

Рис. 24 
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3.8. Нахождение точки пересечения прямой и плоскости. Пусть дана 

плоскость π и пересекающая её прямая ℓ (полное исследование взаимного рас-

положения прямой и плоскости описано в п. 4.1) Для нахождения координат их 

точки пересечения можно: 

(а) записать общее уравнение плоскости π, подставить в него параметри-

ческие уравнения прямой ℓ, решить полученное уравнение и подставить най-

денное значение t в параметрические уравнения прямой (лучший способ); 

(б) записать параметрические уравнения плоскости π, подставить их в ка-

нонические уравнения прямой ℓ, решить полученные уравнения и найденные 

значения параметров 1 2,t t  подставить в параметрические уравнения плоскости; 

(в) записать общее уравнение плоскости π, задать прямую ℓ в виде систе-

мы уравнений двух плоскостей 1σ  и 2σ , и затем решить систему полученных 

трех уравнений (плоскостей π, 1σ  и 2σ ).  

          3.10. Решением типовых примеров к главе 3 

Пример 3. 1. Написать параметрические и канонические уравнения 

прямой, проходящей через точки (1; 4; 4)D  и (0; 6; 7)E . 

Решение. Направляющим вектором этой прямой является вектор 

{ 1; 2; 3}DE − , поэтому её параметрические уравнения такие:  

                                 

1

4 2

4 3

x t

y t t

z t

= − 


= + ∈
= + 

R . 

Исключив из этих уравнений параметр t, т.е., выразив из каждого из этих 

трёх уравнений параметр t и приравняв друг другу полученные выражения, 

получим канонические уравнения прямой DE:  

          Ответ. 
41 4

1 2 3

yx z−− −
= =

−
. � 

Пример 3. 2. Привести к каноническому виду общие уравнения пря-

мой:  

                             { 3 2 1 0,
:

2 8 0.
x y z

x y z
− + + =

+ − − =
� . 

Решение. Прямая  ℓ задана как пересечение двух плоскостей с нор-

мальными векторами { }1 1; 3; 2−n  и { }2 2;1; 1−n , и поэтому имеет направляю-

щий вектор  

1 2 1 3 2 5 7
2 1 1

= × = − = + +
−

i j k
s n n i j k . 

Далее найдем координаты какой-нибудь точки A , принадлежащей прямой ℓ, 

положив, например, 0=y . Решим систему уравнений { 2 1 0,
2 8 0,
x z
x z
+ + =
− − =

 и полу-

чим 3=x , 2−=z , следовательно, точка A  имеет координаты ( )3; 0; 2A − . Ос-

талось составить канонические уравнения этой прямой.  
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Ответ: ℓ: 
7

2

51

3 +
==

− zyx
.� 

Пример 3. 3. Задать прямую DE из примера 3.1. в виде системы урав-

нений двух плоскостей.   

Решение. Канонические уравнения этой прямой можно рассматривать 

как систему двух уравнений:   

                          

{

41
41 4 1 2

41 2 3 4

2 3
2 6 0

(3.10)
3 2 4 0

yx
yx z

y z

x y

y z

−−
=− − − −= = ⇔ ⇔ −− − =


+ − =

⇔
− − =

 

Заметим, что первая плоскость в полученной системе (3.10) параллельна оси 

OZ, а вторая – оси ОХ. Кроме того, полученное решение не единственно: мы 

могли бы приравнять первое и второе, а также первое и третье выражения в 

канонических уравнениях, или заменить уравнения системы (3.10) на какие-

то их линейные комбинации, например, сумму и разность, система получен-

ных уравнений также задавала бы ту же прямую. 

Ответ. (приводятся три из бесконечного количества представлений данной 

прямой общими уравнениями):      

        { 2 6 0

3 2 4 0

x y

y z

+ − =
− − =

 или {2 6 0

3 7 0

x y

x z

+ − =
+ − =

 или { 2 5

1

x y z

x y z

+ − =
− + =

.� 

Пример 3. 4. Привести к каноническому виду общие уравнения прямой     

                { 2 0
:

2 7 5 0
x y z
x y z

+ + =
− − + =

� . 

Решение. Задачу можно решить аналогично предыдущей, однако рас-

смотрим другой способ решения. Выразим из этих уравнений две перемен-

ные через третью, например, х и у через z. Сначала исключим, например, х, 

из второго уравнения, для чего вычтем из второго уравнения удвоенное пер-

вое. Из полученного уравнения 5 9 5y z− − = −  выразим y через z , получим: 
9
5

1y z= − , подставим это выражение вместо у в первое уравнение: 

( )9
5

2 1 0zx z+ + =− , откуда выразим и х через z 13
5

2x z⇒ = − + . Положив 

5z t= ,  получим параметрические уравнения прямой ℓ:  

2 13
1 9

5

x t
y t t

z t

= − + 
= − ∈

= 

R . 

Осталось исключить параметр t: 

Ответ: 
12

13 9 5

yx z−+
= =

−
.� 

Пример 3. 5. Найти координаты точки пересечения плоскости π, про-

ходящей через точки (2; 5; 3),A  (3; 2;1)B  и (4;1; 2)C  (из примера 2. 2) и пря-

мой ℓ, проходящей через точки (1; 4; 4)D  и (0; 6; 7)E  (из примера 3. 1). 
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Решение. Первый способ (оптимальный). Составим общее уравнение 

плоскости (см. пример 2. 2)   

                                  5 3 2 19 0x y z+ − − = .              (3.11) 

и параметрические уравнения прямой DE (см. пример 3.1)    

                                  

1

4 2

4 3

x t

y t t

z t

= − 


= + ∈
= + 

R .                                                          (3.12) 

Подставим эти выражения в уравнения (3.11), и решим полученное уравне-

ние: 
                       5(1 ) 3(4 2 ) 2(4 3 ) 19 0 5 10 2.t t t t t− + + − + − = ⇔ − = ⇒ = −  

Подставив найденное значение 2t = −  в параметрические уравнения (3.12), 

найдем координаты искомой точки пересечения М:  

                 1 ( 2) 3, 4 2 ( 2) 0, 4 3 ( 2) 2x y z= − − = = + ⋅ − = = + ⋅ − = − . 

Второй способ (удобен, когда плоскость задана параметрическими уравне-

ниями). Запишем параметрические уравнения плоскости АВС (см. пример 

2.2): 

                                
1 2

1 2 1 2

1 2

2 2

5 3 4 , ,

3 2

x t t

y t t t t

z t t

= + +


= − − ∈
 = − −

R                (3.13) 

и подставим их в канонические уравнения прямой DE (см. пример 3.1): 

                               
41 4

1 2 3

yx z−− −
= =

−
           

и решим полученную систему уравнений:            

                   

{
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

1 2 1 2 2

2 2 1 5 3 4 4 3 2 4

1 2 3
2(1 2 ) (1 3 4 ) 3,

3(1 3 4 ) 2( 1 2 ) 1.

t t t t t t

t t t t t

t t t t t

+ + − − − − − − −
= = ⇔

−
+ + = − − − =

⇒ − − = − − − = −

 

Найденные значения параметров подставляем в параметрические уравнения 

плоскости (3.13) , получим координаты искомой точки пересечения.  

                       1

2 3 2 ( 1) 3,

5 3 3 4 ( 1) 0,

3 2 3 ( 1) 2.

x

y

z

= + + ⋅ − =


= − ⋅ − ⋅ − =
 = − ⋅ − − = −

 

Третий способ (удобен, когда прямая задана общими уравнениями). Возь-

мем общее уравнение плоскости АВС,   
                                        5 3 2 19x y z+ − = , 

а прямую DE зададим в виде системы уравнений двух пересекающихся 

плоскостей (см. пример 3.3), например,  

                                { 2 6

3 2 4

x y

y z

+ =
− =

, 

и затем решим систему из трех полученных уравнений  
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5 3 2 19, 3

2 6 , 0

3 2 4 . 2

x y z x

x y y

y z z

+ − = = 
 

+ = ⇒ = 
 − = = − 

. 

Ответ. Точка пересечения (3; 0; 2)M − .� 

Пример 3. 6. Найти координаты: (а) точки 1M  – (ортогональной) про-

екции точки ( )6; 8; 5M −  на плоскость 06433: =+−+ zyxπ ; (б) точки 2M , 

симметричной точке M  относительно плоскости π . 

Решение. Составим параметрические 

уравнения прямой ℓ, перпендикулярной 

плоскости π  и проходящей через точку М. 

Направляющим вектором прямой ℓ будет 

нормальный вектор ( )3; 3; 4−n  плоскости π: 

        

6 3

: 8 3

5 4

x t

y t

z t

= +


= +
 = − −

�  

Далее найдем точку пересечения прямой ℓ 

и плоскости π, для чего подставим в урав-

нение плоскости выражения переменных 

x , y  и z  через t : ( ) ( ) ( ) 06454383363 =+−−−+++ ttt . Из данного уравнения 

получим 12t t= − = , следовательно, проекция 1M  точки M  на плоскость π  

имеет координаты ( )1 0; 2; 3M . Поскольку 1 1 2 2 12MM M M MM MM= ⇒ = ⋅ , 

а точке М соответствует 0t = , то точке 2M  соответствует удвоенное значе-

ние 12 4t t= = −  (см. Рис. 26). Подставляя это значение t в параметрические 

уравнения прямой ℓ, находим координаты 

точки 2M : 

                    

6 3 ( 4) 6,

8 3 ( 4) 4,

5 4 ( 4) 11.

x

y

z

= + ⋅ − = −


= + ⋅ − = −
 = − − ⋅ − =

 

Ответ: ( )1 0; 2; 3M , ( )2 6; 4;11M − − .� 

Пример 3. 7. Найти (ортогональную) 

проекцию 1M  точки ( )11; 2; 2M −  на прямую  

ℓ: 
4

3

1

6

2

2

−

−
=

−
=

+ zyx
, а также точку 2M , 

симметричную точке M  относительно пря-

мой ℓ. 

Решение. Вспомним, что ортогональная проекция точки М на прямую 

ℓ – это точка пересечения этой прямой с плоскостью π, проходящей через 

точку М перпендикулярно прямой ℓ (см. Рис. 27). Составим уравнение этой 

плоскости, её нормальным вектором будет направляющий вектор ( )2;1; 4−s  

X 

Y 

Z 

O 
Рис. 26 

M1 

M2 

M 

π 

ℓ 

X 

Y 

Z 

O 
Рис. 27 

M1 M2 

M 
π 

ℓ 
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прямой ℓ:    

              : 2( 11) ( 2) 4( 2) 0 2 4 32 0x y z x y zπ − + − − + = ⇔ + − − = .  

Далее найдем точку пересечения прямой ℓ и плоскости π. Это можно сделать 

как в предыдущем примере 3.6, записав параметрические уравнения прямой 

ℓ и подставив их в уравнение плоскости π, но мы поступим иначе: решим 

систему уравнений прямой ℓ и плоскости  π   

             

62
, 2 14,62 3 2 1

4 27,6 32 1 4
,

2 4 32 0 2 4 32 0.1 4
2 4 32 0;

yx
x yyx z
z yy z

x y z x y z
x y z

− +
= = −− + −  = =

⇔ ⇔ = − +− −−   =
+ − − =   + − − =− 

 + − − =

 

Выразив из первых двух уравнений две неизвестные (х и z) через третью (у) и 

поставив в третье уравнение, находим 2, 8, 5x y z= = = − . Итак точка 

( )1 2; 8; 5M −  и будет проекцией точки M  на прямую ℓ. Далее заметим, что 

точка 1M  является серединой отрезка 2MM , следовательно координаты точ-

ки ( )2 ; ;M x y z  удовлетворяют системе уравнений  

11
2

2 7,
2

8 14,
2 8.2

5
2

x

x
y

y
zz

+ =
 = − +

= ⇒ = 
 = −− +

= −


, 

Итак, точка 2M  имеет координаты 2 ( 7;14; 8)M − − . 

Ответ: ( )1 2; 8; 5M − , ( )2 7;14; 8M − − . � 

Пример 3. 5. Найти уравнение плоскости, проходящей через прямую ℓ, 

заданную в виде пересечения двух плоскостей 2 3 0x y z− + − =  и 

2 3 4 0x y z+ − + = , перпендикулярно другой плоскости σ: 2 3 4 5 0x y z+ − + = . 

Решение. Первый способ (традиционный). Сначала надо найти коорди-

наты какой-нибудь точки А, принадлежащей прямой ℓ: положим, например, 

0x =  и затем найдем y и z:  

       {{ 2 3 0 1

3 4 0 1

y z y

y z z

− + − = = −
⇒

− + = =
1, 1y z⇒ = − = , т.е. (0; 1;1)A − .  

Теперь вычислим координаты её направляющего вектора:   

               1 2[ ] 1 1 2 7 3 .

2 1 3

= × = − = + +
−

i j k

s n n i j k   

Нормальный вектор искомой плоскости π перпендикулярен как вектору s, 

так и нормальному вектору {2; 3; 4}σ −n  плоскости σ, поэтому может быть 

найден в виде их векторного произведения:  

              [ ] 1 7 3 37 10 11 .

2 3 4
π σ= × = = − + −

−

i j k

n s n i j k   
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Наконец, записываем уравнение искомой плоскости π как проходящей через 

точку А перпендикулярно вектору πn :   

              : 37 10( 1) 11( 1) 0 37 10 11 21 0x y z x y zπ − + + − − = ⇔ − + − = . 

Второй способ (опирающийся на понятие пучка плоскостей). Искомая 

плоскость задается уравнением ( 2 3) (2 3 4) 0x y z x y zλ− + − + + − + = , а па-

раметр λ определяется из условия, что её нормальный вектор 

{1 2 ; 1 ; 2 3 }π λ λ λ+ − + −n  был ортогонален вектору {2; 3; 4}σ −n , т.е. их ска-

лярное произведение равно нулю:           

                  ( ) 0 2(1 2 ) 3( 1 ) 4(2 3 ) 0π σ λ λ λ= ⇔ + + − + − − = ⇔n ni 9
19

λ = .  

Уравнение искомой плоскости:  

        9
19

( 2 3) (2 3 4) 0 37 10 11 21 0x y z x y z x y z− + − + + − + = ⇔ − + − = . 

Ответ: 37 10 11 21 0x y z− + − = .� 

Пример 3. 6. Найти уравнение плоскости, проходящей через прямую 

23 4
2 1 3

yx z+− −
= =

−
 и точку (2; 6;1)A − . 

Решение. Первый способ (традиционный). Прямая проходит через 

точку (3; 2; 4)B −  и имеет направляющий вектор {2; 1; 3}−s . Нормальный век-

тор п искомой плоскости перпендикулярен векторам s и {1;4; 3}AB , поэтому  

     ( ) 1
3

[ ] 2 1 3 15 3 9 {5;1; 3} ( )

1 4 3

ABλ λ λ λ= × = − = − − + ⇒ − = −
i j k

n s i j k n . 

Искомая плоскость проходит через точку А, поэтому её уравнение:  

     5( 2) ( 6) 3( 1) 0 5 3 1 0x y z x y z− + + − − = ⇔ + − − = . 

Второй способ (с помощью пучка плоскостей). Запишем данную прямую в ви-

де пересечения двух плоскостей: 

           {
23

2 1 023 4 2 1
2 3 2 02 1 3 4

1 3

yx
x yyx z

y y zz

+ −
= + + =+ − − −= = ⇔ ⇔ + + + =− − =

−

 

Искомую плоскость будем искать в виде пучка плоскостей (3.9):  

                             ( 2 1) (3 2) 0x y y zλ+ + + + + = .                                             (3.10) 

Параметр λ подберем так, чтобы плоскость (3.10) проходила через точку 

(2; 6;1)A − . Подставив в (3.10) координаты этой точки, получим 

3
5

9 15 0λ λ− − = ⇒ = − . Уравнение искомой плоскости:         

3
5

( 2 1) (3 2) 0 5( 2 1) 3(3 2) 0 5 3 1 0.x y y z x y y z x y z+ + − + + = ⇔ + + − + + = ⇔ + − − =
 

Ответ: 5 3 1 0x y z+ − − = .� 

Пример 3. 7.. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку 

(2; 3; 1)A − , перпендикулярной плоскости : 4 3 2 5x y zπ − + =  и параллельной 
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прямой     

                 { 3 2
:

2 4 6

x y z

x y z

+ − =

− + =
� .  

Решение. Прямая ℓ задана как пересечения двух плоскостей с нормаль-

ными векторами 1{1; 3; 1}−n  и 2{2; 1; 4}−n , и поэтому имеет направляющий вектор  

           1 2 1 3 1 11 6 7 .

2 1 4

= × = − = − −

−

i j k

s n n i j k  

Нормальный вектор 4n  искомой плоскости σ перпендикулярен как нормально-

му вектору 3{4; 3; 2}−n  плоскости π, так и вектору s, поэтому   

          4 3 4 3 2 33 50 9

11 6 7

= × = − = + +

− −

i j k

n n s i j k . 

Вектор 4n  можно было бы найти и по формуле повторного векторного произ-

ведения
3
: 

              4 3 3 1 2 1 2 3 2 1 3[ ] ( ) ( )= × = × × = ⋅ − ⋅n n s n n n n n n n n n .  

 Находим: 

2 3( ) 2 4 ( 1) ( 3) 4 2 19,⋅ = ⋅ + − ⋅ − + ⋅ =n n 1 3( ) 1 4 3 ( 3) ( 1) 2 7⋅ = ⋅ + ⋅ − + − ⋅ = −n n . 

Поэтому 4 1 219 7 19 {1; 3; 1} 7 {2; 1; 4} {33; 50; 9}= + = ⋅ − + ⋅ − =n n n . 

  Следовательно, плоскость σ, проходящая через точку (2; 3; 1)A −  и перпен-

дикулярная вектору 4{33; 50; 9}n , задается уравнением:     

               33( 2) 50( 3) 9( 1) 0x y z− + − + + = ⇔  33 50 9 207 0x y z+ + − = . 

Ответ. 33 50 9 207 0x y z+ + − = . � 

Пример 3. 8. Найти канонические уравнения прямой, каждая точка ко-

торой равноудалена от трех данных точек (3; 2; 1)A − , (4;1; 5)B  и (1; 8; 3)C . 

Решение. Напишем уравнения геометрического места (ГМ) точек, рав-

ноудаленных от вершин А, В и С. Оно является пересечением двух поверхно-

стей: 

      1 :π  ГМ точек, равноудаленных от вершин А и В; 

      2 :π  ГМ точек, равноудаленных от вершин А и С. 

Каждая из этих поверхностей есть плоскость. 

Уравнение первой плоскости 1π  получим по определению:   

           точка 
2 2

( ; ; )M x y z MA MBπ1∈ ⇔ = ⇔  

          
2 2 2 2 2 2( 3) ( 2) ( 1) ( 4) ( 1) ( 5)

6 14 0.

x y z x y z

x y z

⇔ − + − + + = − + − + − ⇔

⇔ − + − =
           

                                                
3
 Формула для повторного векторного произведения (формула «бац-цаб»): 

[ [ ]] ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅a b c b a c c a b .  
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Для нахождения уравнения 

второй плоскости 2π  вспомним 

из стереометрии, что она про-

ходит через середину отрезка 

АС перпендикулярно ему. Точ-

ка Е – середина отрезка АС 

имеет координаты:  

 1 1
2 2

( ) (3 1) 2E A Cx x x= + = + = , 

аналогично: 

       
1
2
1
2

(2 8) 5,

( 1 3) 1

E

E

y

z

= + =

= − + =
,  

т.е. (2; 5;1)E . Нормальный век-

тор этой плоскости имеет ко-

ординаты { 2; 6; 4}AC − , поэтому плоскость 2π  задается уравнением:  

       2( 2) 6( 5) 4( 1) 0 3 2 15 0.x y z x y z− − + − + − = ⇔ − + + − =  

Геометрическое место точек, равноудаленных от трех точек А, В и С есть пря-

мая ℓ – пересечение плоскостей 1π  и 2π :  

                         { 6 14 0,
:

3 2 15 0.

x y z

x y z

− + − =

− + + − =
�  

Для нахождения канонических уравнений этой прямой сначала найдем какую-

нибудь точку 0M  этой прямой, положив, например, 0 3z = , тогда получим:  

           {
3

0 2
5

0 2

,4,

3 9 .

xx y

x y y

 = −− = − 
⇒ − + = =

, т.е. точка ( )3 5
0 2 2

; ; 3M − ∈� . 

Направляющий вектор s прямой ℓ,  как мы знаем, пропорционален векторному 

произведению нормальных векторов плоскостей 1π  и 2π :  

            ( ) 1
1 2 2

[ ] 1 1 6 20 8 2 {10; 4; 1} ( )

1 3 2

λ λ λ λ= × = − = − − + ⇒ − = −
−

i j k

s n n i j k s . 

В результате получаем  

Ответ. 
3 5
2 2 3

:
10 4 1

x y z+ − −= =
−

� .� 

3.10. Задачи для самостоятельного решения к главе 3 

3. 1. Написать канонические и параметрические уравнения прямой, прохо-

дящей через точки (2; 1; 3)A −  и (6; 2;1)B . 

3. 2. Написать канонические уравнения прямой 

3, 2 , 5 3 ,x y t z t t= = − = + ∈R . 

3. 3. Написать параметрические уравнения прямой 
42 1

3 0 2

yx z+− −= =
−

. 

A 

C 

B 

π1 

Рис. 28 

π2 

ℓ 

Е 
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3. 4. Написать общие уравнения прямой : 3 2 , 2 5 , 1 4x t y t z t= − = + = − +���� , 

t ∈R , в виде в виде пересечения двух плоскостей, одна из которых парал-

лельна оси ОХ, а другая – оси OY.  

3. 5. Написать канонические уравнения прямой, проходящей через точку 

(2; 5; 3)A −  перпендикулярно плоскости 3 2 5 0x y z− + − = . 

3. 6. Написать канонические и параметрические уравнения прямой   

                                          { 2 3 6

2 4 2

x y z

x y z

− + =
+ + = −

. 

3. 7. Найти расстояние от точки ( )2; 3; 2A −  до прямой 
41 1

2 2 3

yx z−+ −
= =

−
. 

3. 8. Найти расстояние от точки (2; 5; 3)A −  до: (а) прямой 

21 1
2 3 6

yx z−− +
= =

−
;  

(б) прямой { 2 5

3 4 7

x y z

x y z

+ − =
− + =

.. 

3. 9. На прямой 
21 3

1 2 4

yx z+− += =  найти все точки, равноудаленные от 

двух данных плоскостей 2 3 6 30 0x y z+ + − =  и   6 3 2 10 0x y z− − + = . 

3. 10. В треугольнике АВС известны координаты его вершин: 

(2; 3;1), (3; 4; 5)A B  и (2; 8; 4)− . Написать уравнение биссектрисы угла АВС, 

найти координаты центра Р вписанной окружности и её радиус. 

3. 11. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую     

                { 2 3 0

2 3 4 0

x y z

x y z

+ − + =

− + − =
:  

(а) и через точку (4; 3; 1)A − − ;   

(б) параллельно прямой 2 3 , 1 , 3 2 ,x t y t z t t= + = − + = − ∈R ;   

(в) и образующей с плоскостью 2 3 5 0x y z+ − + =  угол 60°. 

3. 12. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

{4 10 13 0
:

5 2 2 0

x y z

x y z

− + − =

− − − =
����  и касающейся сферы радиуса 1R =  с центром в нача-

ле координат. 

3. 13. Доказать, что уравнение пучка плоскостей проходящих через прямую 

0 0 0:
x x y y z z

a b c

− − −
= =����  имеет вид 0 0 0 0

x x y y z z

a b c
α β γ

− − −
+ + = , где 

, ,α β γ  – произвольные постоянные, удовлетворяющие условию 

0a β γ+ + = . 

3. 14. Составить уравнение биссектрисы угла между прямой 

3,55
:

8 4 1

y zx −−
= =����  и её проекцией на плоскость : 1 0x yπ + + = . 

3. 15. На прямой 
16 8

:
1 1 2

yx z−− −
= =

−
����  найти все точки М такие, что 

: 1: 2AM MB = , где (2;1; 4), (5; 2;1)A B − . 
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3. 16. На прямой  
11 2

:
6 1 1

yx z− −
= =

−
����  найти все точки, удаленные от плос-

кости 3 2 6 7 0x y z− − + =  на расстояние, равное 2. 

3. 17. При каком условии прямая { 1 1 1 1

2 2 2 2

0
:

0

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =

+ + + =
����   

(а) параллельна оси ОХ (но не совпадает ней);(б) перпендикулярна оси OY. 

3. 18. При каком условии прямая { 1 1 1 1

2 2 2 2

0
:

0

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =

+ + + =
����   

(а) пересекает ось ОХ; (б) совпадает с осью OZ. 

3. 19. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

{ 4 3 6 0
:

3 2 2 0

x y z

x y z

− + + =

− + + =
����  и равноудаленной от точек (2; 2;1)A  и ( )6; 4; 3B − − . 

3. 20. При каких значениях α и β прямая {7 2 3 1 0
:

4 5 0

x y z

x y z

− + + =
+ + − =

����  лежит в 

плоскости : 9 27 0x y zπ α β− + + = ?  

3. 21. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

{5 3 2 28 0

4 3 5 14 0

x y z

x y z

+ + − =

+ − − =
 и отстоящей от начала координат на расстояние 

14d = . 

3. 22. Найти координаты: (а) точки В – проекции точки ( )2; 7;1A  на плос-

кость 4 3 23 0x y z− − − = ; (в) точки С, симметричной точке А относительно 

этой плоскости. 

3. 23. Найти координаты : (а) точи В – проекции точки ( )7; 11; 4A − − −  на 

прямую 
2 7

:
4 5 3

yx z− +
= =

−
���� ; (б) точки С, симметричной точке А относительно 

этой прямой. 

3. 24. Даны точка (2; 5; 7)A − , плоскость : 2 3 1 0x y zπ + + + =  и прямая 

21 2
:

1 2 3

yx z+− += =
−

� . Найти координаты проекции точки А: (а) на плос-

кость π параллельно прямой ℓ; (б) на прямую ℓ параллельно плоскости π. 

3. 25. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

1

13 1
:

2 1 3

yx z++ −= =����  и параллельной прямой 2

44 2
:

5 2 1

yx z−+ += =���� . 

3. 26. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

{2 3 2 0
:

2 4 1 0

x y z

x y z

− − + =
+ + − =

����  и перпендикулярной плоскости : 4 5 7x y zπ + − = . 

3. 27. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )7; 1; 1A − −  

и прямую { 3 1 0
:

4 2 0

x y z

x y z

− + + =
+ − + =

���� .  
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3. 28. Составить уравнение прямой, проходящей через точку (2; 3; 4)A − , па-

раллельной плоскости : 2 5 4 7 0x y zπ + + − =  и перпендикулярной прямой 

{3 2 2 0
:

4 3 5 0

x y z

x y z

+ − − =
− + + =

���� .  

3. 29. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку (2; 1; 5)A −  

параллельно прямой 
12 4

3 2 5

yx z+− −= =
−

 перпендикулярно плоскости 

2 3 7 0x y z+ − + = . 

3. 30. Известны координаты вершин тетраэдра ABCD: ( )2; 3;1A , ( )3; 4;1B , 

( )4; 2; 0C , ( )5;1; 2D . Составить уравнения прямой, содержащей высоту DH 

тетраэдра. 
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Глава 4. Взаимное расположение прямых и плоскостей.  

Геометрические задачи на прямую и плоскость  

в пространстве. 

4.1. Взаимное расположение прямой и плоскости. 

   Пусть даны плоскость π, заданная общим уравнением 0ax by xz d+ + + = , и 

прямая ℓ, заданная каноническими уравнениями:  

                        0 0 0x x y y z z

p q r

− − −
= =  

Напомним, что вектор { ; ; }a b cn  перпендикулярен плоскости π, а прямая ℓ про-

ходит через точку 0 0 0 0( ; ; )A x y z  параллельно вектору { ; ; }p q rs . 

Тогда возможны 4 случая (из которых четвертый является частным случаем 

третьего): 

4.1.1. прямая ℓ целиком лежит в плоскости π ⇔ { 0A π∈  и ⊥n s } ⇔   

                       { 0 0 0 0,

0.

ax by xz d

ap bq cr

+ + + =
⇔

+ + =
 

4.1.2. прямая ℓ параллельна плоскости π ⇔ { 0A π∉  и ⊥n s } ⇔   

                       { 0 0 0 0,

0.

ax by xz d

ap bq cr

+ + + ≠
⇔

+ + =
 

4.1.3. прямая ℓ пересекает плоскость π (в одной точке) ⇔ векторы п и s не 

ортогональны ( ⊥n s ) ⇔ 0ap bq cr+ + ≠ . 

4.1.4. прямая ℓ перпендикулярна плоскости π ⇔ векторы п и s коллинеар-

ны ⇔  

                        
p q r

a b c
= = .  

Во втором случае надо уметь находить расстояние от прямой до парал-

лельной ей плоскости. Оно равно расстоянию от любой точки этой прямой, на-

пример, 0A , до плоскости:  

                   
0 0 0

0
2 2 2

( , ) ( ; )
a x by cz d

A
a b c

ρ π ρ π
+ + +

= =
+ +

�  

В третьем случае желательно уметь находить: (1) координаты точки пере-

сечения прямой и плоскости; (2) угол между ними.  

     Для решения первой задачи (см. также п. 3.8) лучше всего написать пара-

метрические уравнения прямой ℓ:  

                                   
0

0

0

x x pt

y y qt t

z z rt

= + 


= + ∈
= + 

R ,                                                       (4.1) 

подставить эти выражения в общее уравнение плоскости 0ax by xz d+ + + = , 

решить получившееся линейное уравнение, затем опять подставить найденное 

значение 1t t=  в уравнения (4.1), чтобы найти координаты точки пересечения. 

(См. также п. 3.8.) 
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Для решения задачи 2 надо заметить, что угол ( )^α π= �  между прямой ℓ и 

плоскостью π всегда меньше 
2
π

 и равен 
2
πα ϕ= − , где ϕ – угол между векто-

рами s и п, поэтому sin cosα ϕ= , следовательно, синус угла между прямой и 

плоскостью равен:  

                         ( )
( )

sin ^ π =
⋅

s n

s n

i
�                                                                   (4.2) 

Или, в координатах:  

                   ( )
2 2 2 2 2 2

sin ^
ap bq cr

p q r a b c
π

+ +
=

+ + ⋅ + +
�                                     (4.3) 

       4.2. Взаимное расположение двух прямых в пространстве  

Пусть в пространстве даны две прямые 1�  и 2� , заданные своими канонически-

ми уравнениями 

               1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z z

p q r

− − −
= =�  и 2 2 2

2
2 2 2

:
x x y y z z

p q r

− − −
= =�                 (4.4) 

Эти прямые проходят через точки 1 1 1 1( ; ; )A x y z  и 2 2 2 2( ; ; )A x y z , и имеют на-

правляющие векторы 1 1 1 1{ ; ; }p q rs  и 2 2 2 2{ ; ; }p q rs  соответственно. 

Прямые 1�  и 2�  либо совпадают, либо параллельны, либо пересекаются в 

одной точке, либо скрещиваются (т.е. не лежат в одной плоскости). Покажем, 

как распознать эти четыре случая. Отметим, что в первых трёх случаях прямые 

1�  и 2�  лежат в одной плоскости (т.е. пункты 4.2.2, 4.2.3 и 4.2.4 ниже являют-

ся частными случаями п. 4.2.1.).  

4.2.1)  Прямые 1�  и 2�  лежат в одной плоскости ⇔ три вектора 1 2A A , 1s  и 2s  

компланарны ⇔ их смешанное произведение равно нулю: 1 2 1 2( ) 0A A =s s . 

4.2.2)  Прямые 1�  и 2�  совпадают ⇔ три вектора 1 2A A , 1s  и 2s  коллинеарны, 

т.е. их координаты пропорциональны. 

4.2.3)  Прямые 1�  и 2�  параллельны ⇔ векторы 1s  и 2s  коллинеарны, т.е. их 

координаты пропорциональны, но они не коллинеарны вектору 1 2A A . 

4.2.4)  Прямые 1�  и 2�  пересекаются в одной точке ⇔ три вектора 1 2A A , 1s  

и 2s  компланарны, т.е. 1 2 1 2( ) 0A A =s s , но векторы 1s  и 2s  не коллинеарны, 

т.е. их координаты не пропорциональны.  

4.2.5)  Прямые 1�  и 2�  скрещиваются, т.е. они не лежат в одной плоскости 

⇔ три вектора 1 2A A , 1s  и 2s  не компланарны ⇔ их смешанное произведе-

ние не равно нулю: 1 2 1 2( ) 0A A ≠s s . 

Если прямые 1�  и 2�  параллельны или пересекаются, т.е. 1�  и 2�  лежат в 

одной плоскости, то надо уметь находить уравнение этой плоскости. Для пере-

секающихся прямых надо также уметь находить координаты их точки пересе-
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чения. Если прямые 1�  и 2�  параллельны или скрещиваются, т.е. не имеют об-

щих точек, то надо уметь находить расстояние между ними. 

4.3. Угол между двумя прямыми  

        1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z z

p q r

− − −
= =�  и 2 2 2

2
2 2 2

:
x x y y z z

p q r

− − −
= =� , 

равен углу ϕ  между их направляющими векторами 1 1 1 1{ ; ; }p q rs  и 2 2 2 2{ ; ; }p q rs , 

если последний угол 90ϕ ≤ ° , либо углу (180 )ϕ° − , если 90ϕ > ° . Поэтому  

                      ( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

( )
cos cos( ^ )^ = =

⋅

s s
s s

s s

i
� � .                                              (4.5) 

4.4. Нахождения точки пересечения двух пересекающихся прямых в 

пространстве. 

Пусть даны две пересекающиеся прямые 1����  и 2����  (полное исследование 

взаимного расположения двух прямых в пространстве описано в п. 4.2) Для на-

хождения координат их точки пересечения можно: 

(а) записать обе прямые параметрически (но с разными параметрами 1t  и 

2t ) и приравнять выражения каждой из координат через эти параметры. Полу-

чится система из трех уравнений с двумя неизвестными 1t  и 2t , которая должна 

иметь единственное решение (если прямые пересекаются), или не иметь реше-

ний (если прямые скрещиваются или параллельны); 

(б) Записать одну из прямых параметрически, подставить выражения ка-

ждой из координат через параметр t в канонические (или общие) уравнения вто-

рой прямой. Получится система двух уравнений с одним неизвестным парамет-

ром t. И опять, эта система имеет решение (если прямые пересекаются), или не 

имеет решений (если прямые скрещиваются или параллельны); 

(в) Записать обе прямые каноническими или общими уравнениями и ре-

шить систему всех четырех уравнений с тремя неизвестными. Опять же, эта 

система иметь единственное решение (если прямые пересекаются), или не име-

ет решений (если прямые скрещиваются или параллельны).  

4.5. Расстояние между двумя параллельными прямыми  

           1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z z

p q r

− − −
= =�  и 2 2 2

2
2 2 2

:
x x y y z z

p q r

− − −
= =� , 

где 1 1 1

2 2 2

p q r

p q r
= = , 

равно расстоянию от любой точки первой прямой, например, точки 

1 1 1 1( ; ; )A x y z , до второй прямой (или наоборот) и потому вычисляется по фор-

мулам:   

1 1 2 2 1 2
1 2

1 2

[ ] [ ]
( ; )

A A A A
ρ

× ×
= =� �

s s

s s
.                                              (4.6) 

4.6. Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми. Если две 

прямые скрещиваются, то, как известно из стереометрии, существует единст-

венный отрезок с концами на этих прямыми, перпендикулярный эти двум пря-

мым, и его длина меньше длины любого другого отрезка, соединяющего эти 
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две прямые. Расстоянием между 

двумя скрещивающимися прямыми 
называется длина общего перпенди-

куляра этих двух прямых.  

      Если прямые (4.4) скрещивают-

ся, то расстояние между ними равно 

высоте параллелепипеда (построен-

ного на векторах 1 2 1 2, и  A A s s ), 

опущенной на его грань (построен-

ную на векторах 1 2и  s s ), и поэтому 

равно отношению объёма этого па-

раллелепипеда к площади этой гра-

ни и (см. Рис. 29); следовательно, это расстояние вычисляется по формуле: 

1 2 1 2
1 2

1 2

( )
( ; )

[ ]

A A
ρ =

×
� �

s s

s s
                                                         (4.7) 

В координатной форме эта формула тоже довольно громоздка: 

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2
1 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

| |

( ; )

x x y y z z
p q r

p q r

q r p r p q

q r p r p q

ρ

− − −

=

+ +

� � ,                                         (4.8) 

и поэтому лучше запомнить векторную форму (4.7). 

4.7. Уравнение общего перпендикуляра двух скрещивающихся  

прямых 

Для скрещивающихся прямых (4.4) также желательно уметь находить уравне-

ние прямой, пересекающей обе эти прямые под прямым углом. Это можно сде-

лать разными способами, вот один из них:  

(а) сначала найти направляющий вектор т искомой прямой, равный векторно-

му произведению направляющих векторов данных прямых: 1 2[ ]= ×m s s ; 

(б) Написать уравнение плоскости σ, проходящей через прямую 1�  параллельно 

вектору т, Эта плоскость проходит через точку 1A , а её нормальным вектором 

будет вектор 1[ ]= ×n s m , который можно найти и по формуле для повторного 

векторного произведения
4
: 

                    2
1 1 1 2 1 2 1 1 2[ ] [ [ ]] ( ) .= × = × × = ⋅ − ⋅in s m s s s s s s s s  

(в) найти точку пересечения В  плоскости σ  и прямой 2� ;  

(г) искомая прямая проходит через точку В параллельно вектору т. 

 

                                                
4
 Формула для повторного векторного произведения (формула «бац-цаб»): 

[ [ ]] ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅a b c b a c c a b . 

A1 

А2 

2s  

1 2A A  h 

1�  

Рис. 29 

2s  
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4.8. Решение типовых примеров к главе 4 

Пример 4. 1. Исследовать взаимное расположение прямой 

12 3
:

3 2 4

yx z+− −
= =�  и плоскости: (а) 1 : 2 2 3 0x y zπ + − + = ;  

(б) 2 : 2 7 2 5 0x y zπ − + − = ; (в) 0334:3 =+−− zyxπ . Если прямая и плос-

кость параллельны, то найти расстояние между ними, а если пересекаются, 

то найти координаты точки пересечения и угол между ними.  

Решение. Прямая ℓ проходит через точку (2; 1; 3)A −  и имеет направ-

ляющий вектор {3; 2; 4}s , нормальные векторы данных трех плоскостей суть: 

1 2{2;1; 2}, {2; 7; 2}− −n n  и 3{5; 1; 3}− −n  соответственно. Обозначим через 

( , , )i x y zϕ  левую часть уравнения плоскости iπ , 1, 2, 3i = .  

(а) Вычисляем: 1( ) 3 2 2 1 4 ( 2) 0= ⋅ + ⋅ + ⋅ − =s ni , 1( ) 2 2 1 ( 1) 2 (3) 3Aϕ = ⋅ + ⋅ − − ⋅ + =, 

0= , значит, прямая ℓ лежит в плоскости 1π .   

(б) Аналогично, находим: 2( ) 3 2 2 ( 7) 4 2 0= ⋅ + ⋅ − + ⋅ =s ni , 2( )Aϕ =  

2 2 ( 7) ( 1) 2 3 5 12 0= ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − = ≠ , следовательно, прямая ℓ параллельна 

плоскости 2π , расстояние между ними, равно расстоянию от точки А до 

плоскости 2π :  

               2
2 2

2

( ) 12 12
( , ) ( , )

4 49 4 57

A
A

ϕ
ρ π ρ π= = = =

+ +n
� . 

(в) Точно так же вычисляем 3( ) 3 4 2 ( 1) 4 ( 3) 2 0= ⋅ + ⋅ − + ⋅ − = − ≠s ni , сле-

довательно, прямая и плоскость 3π  пересекаются, синус угла между ними 

равен модулю косинуса угла между векторами s  и 3n :   

     ( ) ( ) 3
3 3

3

( ) 2 2
sin ^ cos ^

9 4 16 16 1 9 29 26
π = = = =

⋅ + + ⋅ + +

s n
s n

s n

i
� . 

Для нахождения точки пересечения прямой и плоскости 3π  напишем 

параметрические уравнения этой прямой tztytx 43,41,32 +=+−=+= ,  

подставим их в уравнения плоскости 3π  и решим полученное уравнение:  

                    
2

303)43(3)21()32(4 =⇒=++−+−−+ tttt . 

Найденное значение t подставляем в параметрические уравнения пря-

мой: 943,221,32
2
3

2
3

2
13

2
3 =⋅+==⋅+−==⋅+= zyx  ⇒ точка пересечения 

( ))9;2;
2

13M   

Ответ: (а) π⊂� ; (б) π� � , 2
12

( , )
57

ρ π =� ; (в) пересекаются, 

( )3
15

sin ^
29 26

π =� , ( )9;2;
2

13
3 M=∩ π� . � 

Пример 4. 2. Доказать, что прямые   

                         1� : 
8

14

2

1

5 −

−
=

+
=

zyx
   и   2� : { 2 3 2 22 0

2 13 2 30 0

x y z

x y z

+ + − =

− − + =
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параллельны, найти расстояние между ними и составить уравнение плоско-

сти π, проходящей через эти прямые.  

Решение. Первая  прямая проходит через точку 1(0; 1;14)A −  и парал-

лельна вектору 1(5; 2; 8)−s . Напишем в каноническом виде и уравнения вто-

рой прямой. Положив, например, 1 0y = , получим { 1

1

211

15 13

xx z

x z z

= − + =
⇒ − = − =

, 

т.е. первая прямая проходит через точку 2 ( 2; 0;13)A − , её направляющий век-

тор      

                   2 1 2[ ] 2 3 2 20 8 32
2 13 2

= × = = + −
− −

i j k
s n n i j k .  

Поскольку, 2 14=s s , то прямые 1�  и 2�  либо совпадают, либо параллельны. 

Но точка 2 ( 2; 0;13)A − , лежащая на второй прямой, не принадлежит на пер-

вой прямой ( )2 0 1 13 14
5 2 8

− + −
≠ ≠

−
, или, иначе, векторы 1 2A A  и 1s  не коллине-

арны, поэтому данные прямые параллельны. Расстояние между ними най-

дем по формуле (4.5): 

Вычисляем: 1 2{ 2;1; 1}A A − − ,  

            ( )1 1 2[ ] 5 2 8 6 21 9 3 2 7 3
2 1 1

i j k
A A× = − = + + = + +

− −
s i j k i j k ,  

         
1 1 2

1 2
1

[ ] 3 2 313 4 49 9 3 62
( ; ) 6.

25 4 64 93 3 31

A A
ρ

× ⋅+ +
= = = = =

+ + ⋅

s

s
� �  

Нормальным вектором к плоскости π, проходящей через эти прямые, будет 

любой вектор, коллинеарный их векторному произведению, например, 
1

1 1 23
[ ] 2 7 3A A= × = + +n s i j k , эта плоскость проходит через точку 

1(0; 1;14)A −  поэтому её уравнение : 

2 7( 1) 3( 14) 0 2 7 3 35 0.x y z x y z+ + + − = ⇔ + + − =  

Ответ: 6, 2 7 3 35 0.x y z+ + − = � 

Пример 4. 3. Проверить, что прямые 1

24 1
:

3 1 1

yx z−− +
= =

− −
�  и 

2

51 10
:

2 3 4

yx z−+ −
= =�  пересекаются, найти координаты точки пересечения 

и составить уравнение плоскости, содержащей эти прямые. 

Решение. Данные прямые проходят через точки 1(4; 2; 1)A −  и 

2 ( 1; 5;10)A −  соответственно. Направляющие векторы этих прямых 

1{ 3; 1;1}− −s  и 2{2; 3; 4}s  не коллинеарны, поэтому прямые либо пересекают-

ся, либо скрещиваются. Проверим компланарность трех векторов: 1 2,s s  и 

1 2{ 5; 3;11}A A − :  
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                   ( )1 2 1 2

3 1 1

2 3 4 0

5 3 11

A A

− −

= =
−

s s . 

Следовательно, прямые 1�  и 2�  пересекаются. Плоскость, содержащая эти пря-

мые, проходит через точку ( 5; 1; 2)M − − , а её нормальный вектор п пропорцио-

нален векторному произведению векторов 1s  и 2s :  

 ( ) 1
1 2 7

[ ] 3 1 1 7 14 7 {1; 2;1} ( )

2 3 4

λ λ λ λ= × = − − = − + − ⇒ − = −
i j k

n s s i j k n . 

Поэтому уравнение этой плоскости:   

                 1 ( 5) 2 ( 1) 1 ( 2) 0 2 1 0x y z x y z⋅ + − ⋅ + + ⋅ − = ⇔ − + + = . 

Найдем координаты точки пересечения этих прямых.  

Первый способ. Запишем параметрические уравнения этих прямых и прирав-

няем соответствующие координаты:  

          {
1 2 1 2

1
1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2

4 3 1 2 4 3 1 2
3,

: 2 , : 5 3 2 5 3
2

1 10 4 1 10 4

x t x t t t
t

y t y t t t
t

z t z t t t

= − = − + − = − +  
=  

= − = + ⇒ − = + ⇒   = −
  = − + = + − + = +  

� �  

Подставляя найденное значение 1 3t =  в параметрические уравнения прямой 1�  

(или значение 2 2t = −  в уравнении прямой 2� ), получим координаты точки пе-

ресечения М: 4 3 3 5, 2 3 1, 1 3 2M M Mx y z= − ⋅ = − = − = − = − + = .  

Второй способ (оптимальный). Параметрические уравнения первой прямой   
                      4 3 , 2 , 1x t y t z t= − = − = − +  

подставим в канонические уравнения второй прямой, получим: 

        {15 9 2 6(4 3 ) 1 (2 ) 5 ( 1 ) 10
3

4 12 3 332 3 4

t tt t t
t

t t

− = − −− + − − − + −
= = ⇔ ⇒ =

− − = −
. 

Подставляя это значение t в параметрические уравнения первой прямой, нахо-

дим координаты точки пересечения. 

Третий способ. Решим систему из всех канонических уравнений обеих пря-

мых::  

   

24
3 1

3 2 02 24 1 1 5
1 03 1 1 1 1 1

55 3 2 13 011 10
2

4 3 10 02 32 3 4
5 10

3 4

yx

x yy yx z z x
y z

y
yy x yxx z

z
y z

y z

− − = − −
− + =− − − + + = −= = =  + − =  − − −⇔ ⇔ ⇒ = −  −− − + =++ −   == = =− + = 

− − =


. 

Замечание. При решении системы с п неизвестными, содержащей т 

уравнений (m n> ), рекомендуется решить систему из каких-то п уравнений, и 

найденные значения неизвестных подставить для контроля в остальные уравне-

ния системы. 

Ответ: ( 5; 1; 2)M − − , 2 1 0x y z− + + = .�
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Пример 4. 4. Две прямые заданы своими каноническими уравнениями: 

             1

13 8
:

2 1 1

yx z−− −
= =

−
�  и 2

43 5
:

2 3 3

yx z−− +
= =� .  

Требуется:  

(а) проверить, что эти прямые скрещиваются и найти расстояние между ними; 

(б) составить уравнение плоскости, проходящей через заданную точку 

0(4;1; 5)M −  и параллельной обеим прямым 1�  и 2� ; 

(в) составить уравнение прямой, пересекающей обе эти прямые и проходящей че-

рез заданную точку ( 2; 2;10)C − − ; 

(г) составить уравнение прямой, пересекающей обе эти прямые и параллельной 

данной прямой   

                 3

23 4
:

3 2 6

yx z−+ −
= =

−
� ; 

(д) составить уравнение прямой, пересекающей обе прямые 1�  и 2�  под пря-

мым углом. 

Решение. (а) Прежде всего, отметим, что первая прямая проходит через 

точку 1(3;1; 8)A  и параллельна вектору 1{2; 1;1}−s , а вторая прямая проходит 

через точку 2 (3; 4; 5)A −  и имеет направляющий вектор 2{2; 3; 3}s . Векторы 1s  и 

2s , очевидно, не коллинеарны, поэтому эти прямые не параллельны и, тем бо-

лее, не совпадают. Составим смешанное произведение ( )1 2 1 2A A s s , где 

1 2 {0;3; 13}A A = − :  

                  ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 1

2 3 3 0 4 2 116 0

0 3 13 0 3 13

A A A A

− −

= = = = − ≠
− −

s s s s . 

Следовательно, данные прямые не лежат в одной плоскости, т.е. скрещивают-

ся. 

Для определения расстояние между прямыми 1�  и 2�  надо найти векторное 

произведение 

                     1 2 2 1 1 6 4 8

2 3 3

i j k

× = − = − − +s s i j k , 

и вычислить это расстояние его по формуле (4.7):  

                  1 2 1 2
1 2

1 2

( ) 116 58
( ; ) 2 29.

[ ] 36 16 64 29

A A
ρ = = = =

× + +

s s

s s
� �    

(б) Нормальный вектор п искомой плоскости π ортогонален векторам 1s  и 2s  и 

поэтому коллинеарен (пропорционален) их векторному произведению, найден-

ному в (а):  

                 1 2[ ] ( 6 4 8 ) 3 2 4λ λ= × = − − + = + −n s s i j k i i k , если взять 1
2

λ = − . 

Поэтому плоскость π задается уравнением  

          3( 4) 2( 1) 4( 5) 0 3 2 4 34 0x y z x y z− + − − + = ⇔ + − − = . 
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(в) Напишем уравнение плоскости 1π , проходящей через прямую 1�  и точку 

( 2; 2;10)C − − . Её нормальный вектор 1n  ортогонален векторам 1s  и 1{5; 3; 2}CA − , 

поэтому  

             1 1 1 2 1 1 9 11

5 3 2

CA= × = − = − + +
−

i j k

n s i j k , и плоскость 1π  задается уравне-

нием  

         ( 2) 9( 2) 11( 10) 0 9 11 94 0x y z x y z− + + + + − = ⇔ − − + = . 

Эта плоскость пересекает прямую 2�  в некоторой точке В, и прямая ВС – иско-

мая. Для нахождения точки пересечения напишем параметрические равнения 

прямой 2� , подставим их в уравнение плоскости 1π  и найдем значение t:  

                       2

3 2

: 4 3

5 3

x t

y t t

z t

= + 


= + ∈
= − + 

� R                                                                 (4.9) 

(3 2 ) 9(4 3 ) 11( 5 3 ) 94 0 58 116 0 2t t t t t+ − + − − + + = ⇔ − + = ⇒ = . 

Подставив это значения параметра (т.е. внутренней координаты) в параметри-

ческие уравнения (4.9), получим координаты точки В:   

        3 2 2 7, 4 3 2 10, 5 3 2 1B B Bx y z= + ⋅ = = + ⋅ = = − + ⋅ = , т.е. (7;10;1)B . 

Осталось написать уравнение искомой прямой ВС с направляющим вектором, 

коллинеарным вектору BC :  1
3

{ 9; 12; 9} {3; 4; 3} ( )BCλ λ λ= = − − = − = −s :           

                                    
107 1

3 4 3

yx z−− −
= =

−
. 

(г) Напишем параметрические уравнения прямых 1�  и 2� , и пусть искомая пря-

мая пересекает эти прямые в точках 1M  и 2M , отвечающих значениям парамет-

ров 1t  и 2t  соответственно: 

            1

3 2

: 1

8

x t

y t t

z t

= + 


= − ∈
= + 

� R , поэтому 1 1 1 1(3 2 ;1 ; 8 )M t t t+ − + ,  

аналогично, ( )2 2 2 23 2 ; 4 3 ; 5 3M t t t+ + − + . По условию, вектор 

{ }1 2 1 2 1 2 1 22 2 ; 3 3 ; 13 3M M t t t t t t− + + + − − +  коллинеарен направляющему вектору 

3{ 3; 2; 6}−s  прямой 3� , поэтому координаты этих векторов пропорциональны:  

1 2 1 2 1 22 2 3 3 13 3

3 2 6

t t t t t t− + + + − − +
= =

−
,  

что приводит к системе двух уравнений с двумя неизвестными 1t  и 2t : 

                {1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 2

4 4 9 3 9 , 13 9, 4,

9 3 9 13 3 4 6 22 1.

t t t t t t t

t t t t t t t

 − = + + − = = −
⇔ ⇒ + + = − − + + = − = −

Подставив 

найденные значения параметров 1t  и 2t  в параметрические уравнения прямых 1�  

и 2� , получим координаты точек 1M  и 2M : 1( 5; 5; 4)M − , ( )2 1;1; 8M −  искомая 
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прямая проходит через эти точки, вот её канонические уравнения:  

              
55 4

3 2 6

yx z−+ −
= =

−
. 

(д) Эту задачу можно решить четырьмя способами.  

  1-й способ. Пусть 1 2M M  – общий перпендикуляр этих прямых, причем, 

1 1,M ∈�  2 2M ∈� . Тогда направляющий вектор этой прямой коллинеарен, с од-

ной стороны вектору 1 2M M , а с другой стороны векторному произведению на-

правляющих векторов этих прямых, т.е. вектору   

     1
1 22

[ ] 3 2 4= − × = + −n s s i i k . Проведем через точки 1M , 2M  и прямую 1�  

плоскость 1σ , её нормальным вектором является вектор 1 1= ×m s n , и она про-

ходит через точку 1(3;1; 8)A . Аналогично, проведем через точки 1M , 2M  и 

прямую 2�  плоскость 2σ , её нормальным вектором является вектор 2 2= ×m s n , 

она проходит через точку 2 (3; 4; 5)A − . Искомая прямая есть пересечение плос-

костей 1σ  и 2σ (см. Рис. 30). Находим:   

  1 1 2 1 1 2 11 7

3 2 4

= × = − = + +
−

i j k

m s n i j k ,  

2 2 2 3 3 18 17 5

3 2 4

= × = = − + −

−

i j k

m s n i j k , 

и записываем уравнения плоскостей: 

       1 :σ  2( 3) 11( 1) 7( 8) 0 2 11 7 73 0x y z x y z− + − + − = ⇔ + + − = ; 

       2 : 18( 3) 17( 4) 5( 5) 0 18 17 5 39 0x y z x y zσ − − + − − + = ⇔ − + + = . 

Искомая прямая – общий перпендикуляр данных прямых – задается системой 

этих уравнений: 

  {1 2

2 11 7 73 0,
:

18 17 5 39 0.

x y z
M M

x y z

+ + − =
− + + =

 

Далее желательно найти канониче-

ские или параметрические уравне-

ния этой прямой. Для этого не хва-

тает координат хотя бы одной точ-

ки этой прямой. Положим, напри-

мер, 1y = , получим систему  

    { {2 7 62, 4

18 5 22 10

x z x

x z z

+ = = −
⇒

+ = − =
,  

итак получим точку 0( 4;1;10)M − . 

Направляющим вектором искомой 

прямой является уже известный 

вектор {2; 3; 4}−n , вот её канониче-

ские уравнения:  

s1 

s2 M2 

A1 ℓ1 
A2 

σ1 

ℓ2 

M1 

 

σ2 
Рис. 30 
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14 10

3 2 4

yx z−+ −
= =

−
. 

2-й способ. Напишем параметрические уравнения прямых 1�  и 2� , и пусть 

1 2M M  – общий перпендикуляр этих прямых, причем, 1 1,M ∈�  2 2M ∈� , и точ-

кам 1M  и 2M , отвечают значения параметров 1t  и 2t  соответственно, т.е. 

1 1 1 1(3 2 ;1 ; 8 )M t t t+ − + , ( )2 2 2 23 2 ; 4 3 ; 5 3M t t t+ + − + . Тогда вектор 

{ }1 2 1 2 1 2 1 22 2 ; 3 3 ; 13 3M M t t t t t t− + + + − − +  ортогонален обоим векторам 1{2; 1;1}−s  

и 2{2; 3; 3}s , т.е. 1 1 2 2 1 2( ) 0, ( ) 0M M M M⋅ = ⋅ =s s . Получим систему уравнений: 

                      
{

{

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1

1 2 2

2( 2 2 ) (3 3 ) ( 13 3 ) 0,

2( 2 2 ) 3(3 3 ) 3( 13 3 ) 0

6 4 16 2

4 22 30 1

t t t t t t

t t t t t t

t t t

t t t

− + − + + + − − + =

− + + + + + − − + =

− + = = −
⇔ ⇒− + = =

 

Подставив найденные значения параметров 1t  и 2t  в параметрические уравне-

ния прямых 1�  и 2� , получим координаты точек 1M  и 2M : 1( 1; 3; 6)M − , 

( )2 5; 7; 2M −  искомая прямая проходит через эти точки, вот её канонические 

уравнения: 

                                       
31 6

3 2 4

yx z−+ −
= =

−
 

Для проверки правильности координат точек 1M  и 2M  убедимся, что расстоя-

ние между ними равно уже найденному расстоянию между прямыми 1�  и 2� : 

       2 2 2
1 2 (5 1) (7 3) ( 2 6) 36 16 64 116 2 29.M M = + + − + − − = + + = =  

Замечание. Полученные уравнения общего перпендикуляра несколько отлича-

ются от канонических уравнений, полученных первым способом. Самостоя-

тельно убедитесь, что эти и те уравнения задают одну и ту же прямую.  

3-й способ. Заметим, что направляющим вектором прямой 1 2M M , перпендику-

лярной прямым 1�  и 2�  и пересекающей их в точках 1M  и 2M  соответственно 

является вектор n , коллинеарный векторному произведению векторов 1s  и 2s , 

т.е. 1
1 22

[ ] 3 2 4= − × = + −n s s i i k . Осталось найти координаты какой-либо точки 

этой прямой, например. 2M . Эта точка является точкой пересечения прямой 2�  

с плоскостью 1σ  проходящей через точки 1M , 2M  и прямую 1� , нормальным 

вектором плоскости 1σ  является вектор 1 1 {2;11; 7}= × =m s n , её уравнение (см. 

1-й способ):  

                  2 11 7 73 0x y z+ + − = . 

Для нахождения координат точки 2M  надо подставить в уравнение плоскости 

1σ  параметрических уравнений прямой 2� . Доведите до конца это решение са-

мостоятельно. 

4-й способ. Поскольку для искомой прямой 1 2M M , перпендикулярной прямым 

1�  и 2�  и пересекающей их в точках 1M  и 2M  соответственно, направляющий 
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вектор п известен, {3; 2; 4}−n , то достаточно найти координаты, например, точ-

ки 1M . Именно в этой точке расстояние от произвольной точки прямой 1�  до 

прямой 2�  будет наименьшим. Напишем параметрические уравнения прямой 

1� , и пусть точке 1M  отвечает значение параметра t, тогда: 1(3 2 ;1 ; 8 )M t t t+ − + . 

Расстояние от этой точки до прямой 2�  (проходящей через точку 2 (3; 4; 5)A −  с 

направляющим вектором 2{2; 3; 3}s ) выражается формулой   

                                           2 2 1
1 2

2

( , )
A M

Mρ
×

=
s

s
� . 

Находим: 2 4 9 9 22= + + =s , 2 1 {2 ; 3 ;13 }A M t t t= − − + ,  

   

{ }

2 2 1 2 3 3 (6 48) (4 26) ( 8 6)

2 ( 3) ( 13)

2 3 24; 2 13; 4 3 .

A M t t t

t t t

t t t

× = = + + − + − − =
− − +

= ⋅ + − − −

i j k

s i j k
 

Поэтому  

2 2 2
2

1 2

2

2 (3 24) (2 13) ( 4 3) 2
( , ) 29 116 754

1122

2
29( 2) 638.

11

t t t
M t t

t

ρ
+ + − + − −

= = + + =

= ⋅ + +

�
 

Наименьшее расстояние равно 1 2 1 2
2

( , ) min ( , ) 638 2 29
11

Mρ ρ= = ⋅ =� � �  

и достигается при 2t = −  т.е. в точке 1( 1; 3; 6)M − . 

Ответ. (а) 1 2( , ) 2 29ρ =� � ; (б) 3 2 4 34 0x y z+ − − = ;  

(в) 
107 1

3 4 3

yx z−− −
= =

−
; (г) 

55 4
3 2 6

yx z−+ −
= =

−
; (д) 

14 10
3 2 4

yx z−+ −
= =

−
. � 

Пример 4. 5. В трапеции ABCD основание AD втрое больше основания 

BC. Известны координат вершин В(4; 3; 1) и С(2; 6; 2), вершина А принадле-

жит прямой 
21 4

:
2 1 3

yx z+− +
= =

−
� , вершина D принадлежит плоскости 

: 3 2 2 0x y zπ + − − = . Найти координаты вершин А, D и площадь трапеции.  

Решение. По условию, 3 3 { 2; 3;1} { 6; 9; 3}AD BC= ⋅ = ⋅ − = − =  

{ ; ; }.D A D A D Ax x y y z z= − − −  

Запишем параметрические уравнения пря-

мой ℓ, и пусть точке А этой прямой  соот-

ветствует значение параметра t; тогда 

1 2 , 2 , 4 3A A Ax t y t z t= + = − − = − + , следова-

тельно, 6 5 2D Ax x t= − = − + , 

9 7 , 3 1 3 .D A D Ay y t z z t= + = − = + = − +   

Подставим эти координаты в уравнение 

плоскости π и найдем t:                 : 3( 5 2 ) 2(7 ) ( 1 3 ) 2 0 2t t t tπ − + + − − − + − = ⇒ = . 

B 

C 

D 

А 

π 

ℓ 
Рис. 31 
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Отсюда находим координаты точек А и D:  (5; 4; 2), ( 1; 5; 5)A D− − . Площадь тра-

пеции ABCD равна сумме площадей треугольников АВС и ACD, причем, вторая 

площадь втрое больше первой. Находим: {1; 7;1}, { 2; 3;1}BA BC− − , 

      1 7 1 10 3 11

2 3 1

BA BC× = − = − − −
−

i j k

i j k , 1 1
2 2

100 9 121 230ABCS∆ = + + = ,  

          3 4 2 230ABCD ABC ACD ABC ABC ABCS S S S S S∆ ∆ ∆ ∆ ∆= + = + ⋅ = ⋅ = . 

Ответ. ( 1; 5; 5)D − , 2 230ABCDS = . � 

Пример 4. 6. В треугольной пирамиде ABCD, основание которой – пря-

моугольный треугольник ABC с гипотенузой АС, боковые ребра AD, BD и CD 

наклонены к плоскости основания под одинаковым углом. Известны координа-

ты вершин (3; 4; 2)A  и ( 1; 6; 8)C − , вершина В лежит на прямой 

11 10
:

1 2 2

yx z−− −= =
−

� , а вершина D лежит в плоскости : 2 22 0x y zσ − − + = . Най-

ти координаты вершин В, D, и объем пирамиды.  

Решение. Запишем параметрические уравнения прямой ℓ, и пусть точке B 

этой прямой соответствует значение параметра t; тогда 1Bx t= + , 1 2By t= + , 

10 2Bz t= − . Векторы { 2; 2 3; 8 2 }AB t t t− − −  и { 2; 2 5; 2 2 }CB t t t+ − −  ортогональ-

ны, поэтому их скалярное произведение равно нулю:  

    ( ) 2( 2)( 2) (2 3)(2 5) (8 2 )(2 2 ) 0 4 3 0AB CB t t t t t t t t= − + + − − + − − = ⇒ − + =i ,  

откуда 1 21, 3t t= = . Получим два варианта координат точки В: 1(2; 3; 8)B  и 

2 (4; 7; 4)B . Чтобы найти в каждом случае координаты точки D, вспомним из 

стереометрии, что  

если все боковые рёбра пирамиды наклонены к плоскости основания  

под одинаковым углом, то все её боковые рёбра равны.                      (4.10) 

Случай 1: 1(2; 3; 8)B . Из (4.10) следует, что 

1DA DB DC= = , т.е. D равноудалена от вершин 

А, В1 и С. Напишем уравнения прямой т, со-

стоящей из всех точек, равноудаленных от вер-

шин А, В1 и С (см. пример 3. 8), она представляет 

собой  пересечение двух плоскостей, первая из 

которых является геометрическим местом (ГМ) 

точек, равноудаленных от вершин А и В1, а вто-

рая – ГМ точек, равноудаленных от вершин А и 

С. 

                  { 6 24 0,
:

2 3 18 0.

x y z
m

x y z

+ − + =

− + + − =
 

Найдем параметрические уравнения этой пря-

мой, для чего вычтем из первого уравнения вто-

рое и выразим через z сначала х, а потом у:  

ℓ 

σσσσ 

D 

A 

C 
B 

E 

Рис. 32 

m 
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3 9 42 0 3 14,

18 2 3 10 3 .

x z x z

y x z z

− + = ⇒ = −
= + − = − +

  

Положив z t= , получим параметрические уравнения прямой т: 

                      

14 3

10 3

0

x t

y t t

z t

= − + 


= − + ∈
= + 

R . 

Вершина D есть точка пересечения этой прямой с плоскостью 

: 2 22 0x y zσ − − + = , найдем её координаты:  

                       14 3 2( 10 3 ) 22 0 7t t t t− + − − + − + = ⇒ = ,  

поэтому получаем первый вариант координат точки D: 1(7;11; 7)D . Объем пи-

рамиды 1 1AB CD  в этом случае равен  ( )1
1 16

.V AB AC AD=  Находим: 

          ( )1 1

1 1 6

4 2 6 228

4 7 5

AB AC AD

− −

= − = − ⇒
228

38
6

V = = . 

Случай 2: 2 (4; 7; 4)B . Точка D здесь также равноудалена от вершин А, В2 и С. 

Для нахождения уравнений прямой – ГМ точек, равноудаленных от точек А, В2 

и С, вспомним, что эта прямая – высота пирамиды АВСD, опущенная из верши-

ны D, пересекающая плоскость основания АВ2С в центре его описанной окруж-

ности. Метод нахождения центра описанной окружности произвольного тре-

угольника описан в примере 2. 10, но у прямоугольного треугольника этот 

центр лежит на середине гипотенузы АС, т. в точке (1; 5; 5)E , (см. Рис. 32). На-

правляющий вектор s этой прямой перпендикулярен плоскости АВ2С, и поэтому 

  

      ( )2 1 3 2 14 14 14

4 2 6

AB ACλ λ λ = × = = − + = − + 
−

i j k

s i j k i j k  (если взять 

1
14

λ = ). 

Напишем параметрические уравнения этого ГМТ и найдем точку его пересече-

ния с плоскостью : 2 22 0x y zσ − − + = .  

1 , 5 , 5 ; (1 ) 2(5 ) (5 ) 22 0 4x t y t z t t t t t= + = − = + + − − − + + = ⇒ = − .  

      Получим второй вариант координат точки D: 2 ( 3; 9;1)D − . Проверьте само-

стоятельно, что в этом случае объем пирамиды AB2CD2 равен 28.  

Ответ. (1) 38),7;11;7(),8;3;2( 111 =VDB ; (2) 2 2(4;7;4); ( 3;9;1)B D − , 

2 28.V =  � 

Пример 4. 7. Найти координаты точки пересечения высот треугольника 

АВС с вершинами (1; 3; 2)A , ( 1; 4;1)B −  и (7; 1; 0)C − , и длину его высоты, опу-

щенной из вершины В.  

Решение. Искомая точка пересечения высот Н лежит в плоскости тре-

угольника, и поэтому может быть найдена как пересечение трех плоскостей: 

плоскости АВС, плоскости π, проходящей через вершину А перпендикулярно 

стороне ВС, и плоскости σ, проходящей через вершину В перпендикулярно 
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стороне АС. В самом деле, пусть плоскость АВС пересекает плоскость π по 

прямой АА1, а плоскость σ – по прямой ВВ1. Тогда любая прямая плоскости π, в 

том числе и АА1, перпендикулярна ВС, и поэтому АА1 – высота в треугольнике 

АВС, опущенная из точки А на сторону ВС. Аналогично доказываем, что ВВ1 – 

высота в треугольнике АВС, опущенная из вершины В на сторону АС.  

Уравнение плоскости АВС:   

   

1 3 2

0 6( 1) 10( 3) 2( 2) 0 3 5 162 1 1

6 4 2

x y z

x y z x y z

− − −
= ⇔ − − − − + − = ⇔ + − =− −

− −

.  

Находим координаты векторов: {8; 5; 1}BC − − , {6; 4; 2}AC − − ,  

Уравнение плоскости π : 8( 1) 5( 3) ( 2) 0 8 5 9 0x y z x y z− − − − − = ⇔ − − + = . 

Уравнение плоскости σ : 6( 1) 4( 4) 2( 1) 0 3 2 12 0x y z x y z+ − − − − = ⇔ − − + =  

Теперь найдем точку пересечения этих трех плоскостей: 

                  

3 5 16 3

8 5 9 4 (3; 4;13)

3 2 12 13

x y z x

x y z y H

x y z z

+ − = = 
 

− − = − ⇒ = ⇒ 
 − − = − =

. 

Длина высоты, опущенной из точки В на сторону АС, равна расстоянию от точ-

ки В до прямой АС: и находится по формуле 
[ ]

( , )
BC AC

B AC
AC

ρ
×

= . 

Вычисляем:  

                          8 5 1 6 10 2

6 4 2

BC AC× = − − = + + −

− −

i j k

i j k ,  

             
[ ] 136 100 4 5

( , )
236 16 4

B

BC AC
h B AC

AC
ρ

× + +
= = = =

+ +
. 

Ответ: (3; 4;13)H , 
5
2Bh = . 

Пример 4. 8. Проверить что все четыре высоты тетраэдра ABCD с верши-

нами (2; 3; 5)A , (3;11; 2)B , (3; 5; 8)C  и (5; 4; 6)D  пересекаются в одной точке, и 

найти её координаты. 

Решение. Из стереометрии известно, что не в любом тетраэдре все четы-

ре высоты (опущенные из каждой вершины на плоскость противоположной 

грани) пересекаются в одной точке. Для того чтобы в тетраэдре ABCD все че-

тыре высоты пересекались в одной точке, необходимо и достаточно, чтобы:  

его противоположные рёбра были попарно перпендикулярны                   (4.11) 

(достаточно перпендикулярности любых двух пар противоположных рёбер). 

Если обозначить , ,DA DB DC= = =a b c , то , ,AB AC BC= − = − = −b a c a c b ,  
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и тогда условие (4.11)  означает, что   

                    
( ) ( )
( ) ( )

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

DA BC

DB AC

= ⋅ = − = − ⇔ =

= ⋅ = − = − ⇔ =

a c b a c a b a c a b

b c a b c a b b c a b

i i i i i

i i i i i
 

Таким образом, в тетраэдре ABCD все четыре высоты пересекаются в одной 

точке ⇔ ( ) ( ) ( )DA DB DA DC DB DC= =i i i . 

Проверим это в нашем случае: { 3; 1; 1}, { 2; 7; 4}, { 2;1; 2}DA DB DC− − − − − − , 

( ) ( ) ( )6 7 4 3, 6 1 2 3, 4 7 8 3.DA DB DA DC DB DC= − + = = − − = = + − =i i i  

Сначала напишем уравнение высоты, опущенной, из вершины А на плоскость 

грани BCD, её направляющий вектор:  

  1
6

[ ] 18 12 12 ) {3; 2; 2} ( )2 7 4

2 1 2
A ADB DCλ λ λ λ= ⋅ × = ⋅ = ( + + ⇒ =− −

−

i j k

s i j k s .  

Параметрические уравнения этой прямой :   

                       1 1 1 12 3 , 3 2 , 5 2x t y t z t t= + = + = + ∈R .                                   (4.12) 

Теперь напишем уравнение какой-нибудь другой высоты, например, опущен-

ной из вершины В на плоскость грани АCD, её направляющий вектор:  

   [ ] 8 5 ) {1; 8; 5} ( 1)3 1 1

2 1 2
B BDA DCλ λ λ λ= ⋅ × = ⋅ = (− + − ⇒ − = −− − −

−

i j k

s i j k s  

Параметрические уравнения этой высоты:   

                          2 2 2 23 , 11 8 , 2 5 ( )x t y t z t t= + = − = + ∈R                              (4.13) 

Чтобы найти точку пересечения, надо приравнять соответствующие координа-

ты, выраженные через параметры (внутренние координаты точек на этих пря-

мых) и решить полученную систему. При этом обратим внимание на то, что 

точка пересечения Н этих двух прямых (4.12) и (4.13) имеет на них, вообще го-

воря, разные внутренние координаты 1t  и 2t : 

              
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 3 3 , 3 1

3 2 11 8 , 4 4

5 2 2 5 , 2 5 3

t t t t

t t t t

t t t t

+ = + − = 
 

+ = − ⇔ + = 
 + = + − = − 

   
8

1 13
11

2 13

,

.

t

t

 =


=
 

Подставляя значение 8
1 13
t =  в уравнения высоты (4.12), или значение 11

2 13
t =  в 

уравнения высоты (4.13), получим координаты искомой точки пересечения вы-

сот Н: 

 8 50 8 55 3 8 81 311
13 13 13 13 13 13 13 13 13

2 3 3 , 3 2 4 , 5 2 6 .x y z= + ⋅ = = = + ⋅ = = = + ⋅ = =  

Ответ: ( ) ( )3 3 50 55 8111
13 13 13 13 13 13

3 ; 4 ; 6 ; ;H H= .� 
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4.9. Задачи для самостоятельного решения к главе 4. 

4. 1. Доказать, что прямая 
94 7

:
2 3 5

yx z−− −
= =

−
����  параллельна плоскости 

: 6 3 4 0x y zπ − − − = , и найти расстояние между ними. 

4. 2.  Доказать, что прямая 
15 2

:
8 4 1

yx z−+ +
= =����  пересекает плоскость 

: 4 4 3 5 0x y zπ − − + = , найти координаты их точки пересечения и угол между 

ними. 

4. 3. Исследовать взаимное расположение прямой ℓ и плоскости π (прямая ℓ 

целиком лежит в плоскости π, они пересекаются или параллельны). Если они 

пересекаются, то найти координаты точки их пересечения М, и угол меду ними, 

а если параллельны, то найти расстояние между ними:  

(а) 
62

:
2 5 1

yx z−− = =
−

� , : 4 3 2 0x y zπ − + − = ; (б) 
33 5

:
2 1 3

yx z+− −= =� , 

: 3 2 7 0x y zπ + − + = ; (в) 
12 1

:
1 1 1

yx z+− += =
−

� , : 2 5 3 4 0x y zπ + − + = .  

4. 4. Доказать, что прямые 1

21
:

2 2 1

yx z−−
= =

− −
����  и 2

5 4
:

2 3 0

yx z+ −
= =

−
����  

скрещиваются, и составить уравнение плоскости, равноудаленной от этих пря-

мых. 

4. 5. Доказать, что прямые
 

{1

3 21 0
:

7 43 0

x y z

x y z

+ − − =
− + + =

����  и 2

33 1
:

2 1 5

yx z+− +
= =����  па-

раллельны, найти расстояние между ними и составить уравнение плоскости, 

проходящей через них. 

4. 6. Доказать, что прямые 1

52 7
:

3 2 3

yx z−− −= =����  и 2

43 1
:

1 5 2

yx z++ += =
−

����  

пересекаются, найти их точку пересечения, косинус острого угла между ними, а 

также составить уравнение плоскости, проходящей через них. 

4. 7. Доказать, что прямые 1

44 3
:

4 3 1

yx z++ += =
−

����  и 2

11 5
:

4 5 2

yx z−+ −= =
−

����  

скрещиваются, найти расстояние между ними, косинус острого угла между ни-

ми, а также составить уравнения общего перпендикуляра к этим прямым. 

4. 8. Исследовать взаимное расположение двух прямых 1����  и 2���� . (совпадают, 

параллельны, пересекаются или скрещиваются). Если они не имеют общих то-

чек, то найти расстояние между ними; если они лежат в одной плоскости π, то 

найти уравнение этой плоскости; если они пересекаются, то найти координаты 

точки пересечения М; если скрещиваются, то написать уравнение их общего 

перпендикуляра:   

(а) 1

13 2
:

2 5 3

yx z+− −= =
−

� , {2

5 2 17 0
:

3 5 7 0

x y

y z

− − −

+ − =
� ; (б) 

3 5 3
:

1 3 2
x z z− − −

= =
−

� , 
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2
2 3

:
2 5 1

x z z− +
= =� ; (в) π 1

21 1
:

3 2 4

yx z−+ −= =
−

� , {2

2 3 0,
:

2 3 3 7 0

x y z

x y z

− + + =

+ + − =
�  ; (г) 

1
1 9

:
1 1 2

yx z− −= =
−

� , {2

7 2 29,
:

2 3 0

x z

x y

− =
− + =

� .  

4. 9. Найти кратчайшее расстояние между диагональю куба и не пересекаю-

щей ее диагональю грани, если ребро куба равно 1. 

4. 10. Найти расстояние между двумя скрещивающимися медианами двух бо-

ковых граней правильного тетраэдра с ребром, равным a. 

4. 11. Проверить, что прямая 
25 1

:
2 1 1

yx z−− += =����  пересекает плоскость 

: 2 3x y zπ − + = , и найти уравнение:   

(а) (ортогональной) проекции этой прямой на эту плоскость;  

(б) прямой, симметричной прямой ℓ относительно плоскости π. 

4. 12. (
5
) Даны три различные плоскости :k k k k kA x B y C z Dπ + + = , 1, 2, 3k = . 

При каком необходимом и достаточном условии эти три плоскости:   

(а) пересекаются в одной точке; (б) пересекаются по одной общей прямой, но 

никакие две из них не совпадают; (в) попарно пересекаются по трем разным па-

раллельным друг другу прямым; (г) параллельны друг другу, но никакие две из 

них не совпадают; (д) какие-то две из этих плоскостей параллельны, а третья их 

пересекает. Ответ дать в терминах определителей и рангов матриц    

                   
1 1 1

2 2 2

3 3 3

A B C

M A B C

A B C

 
 =
 
 

 и  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

A B C D

M A B C D

A B C D

 
 =
 
 

. 

4. 13. При каком необходимом и достаточном условии четыре плоскости 

: 0k k k k kA x B y C z Dπ + + + = , 1, 2, 3, 4k = , пересекаются в одной точке? (ответ 

дать в терминах рангов матриц, образованных коэффициентами этих уравне-

ний).  

4. 14. При каком необходимом и достаточном условии четыре плоскости 

: 0k k k k kA x B y C z Dπ + + + =  ( 1, 2, 3, 4k = ) образуют тетраэдр? 

4. 15.  Даны прямые { 1 1 1 1
1

2 2 2 2

:
A x B y C z D

A x B y C z D

+ + =

+ + =
����  и 3 3 3 3

2
4 4 4 4

:
A x B y C z D

A x B y C z D

+ + =
 + + =

���� .  

Найти ранги основной матрицы М и расширенной матрицы M  системы урав-

нений: 

                   

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

A x B y C z D

A x B y C z D

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + =
 + + =
 + + =


+ + =

. 

в случае, когда эти прямые:   

(а) скрещиваются; (б) пересекаются; (в) параллельны; (г) совпадают. 

                                                
5 Для решения задач 4.12 – 4.16 необходимо знание ранга матрицы и теории систем линейных урав-

нений  



Соболев С.К. Томашпольский В.Я. Прямые и плоскости.  

 67 

4. 16. Даны прямая { 1 1 1 1

2 2 2 2

:
A x B y C z D

A x B y C z D

+ + =

+ + =
����  и плоскость :π  

3 3 3 3A x B y C z D+ + = . При каком необходимом и достаточном условии: (а) пря-

мая ℓ лежит в плоскости π;  

(б) прямая ℓ пересекает плоскость π; (в) прямая ℓ параллельна плоскости π. От-

вет дать в терминах рангов матриц 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

A B C

M A B C

A B C

 
 =
 
 

 и 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

A B C D

M A B C D

A B C D

 
 =
 
 

.  

4. 17. В треугольнике АВС известны координаты его вершин: (4; 2; 3)A , 

(5; 0; 2)B  и (0;8;1)C . Найти координаты точки пересечения высот этого тре-

угольника.  

4. 18. В тетраэдре ABCD известны координаты его вершин (2; 8; 7), (5; 5;1)A B , 

(5; 2; 7)C  и (3; 4; 5)D . Доказать, что высоты этого тетраэдра пересекаются в од-

ной точке и найти её координаты.  

4. 19. Найти координаты вершины C  треугольника ABC , если ( )5;1;1A − , 

( )3; 2;6B − , AC BC= , а точка C  лежит на прямой 
63 7

2 1 2

yx z−+ −= =
− −

. 

4. 20. Найти координаты вершины C  треугольника ABC , если ( )1;2;5A , 

( )3;3;1B , AB BC= , а точка C  лежит на прямой 
22 3

3 1 1

yx z++ −= =
− −

. 

4. 21. Найти координаты вершины C  и площадь прямоугольного треугольника 

ABC  с гипотенузой AB , если ( )2;2;1A , ( )5; 7; 12B − − − , а точка C  лежит на пря-

мой 
75 6

2 3 4

yx z−− += =
−

. 

4. 22. Найти координаты вершины C  прямоугольного треугольника ABC  с ги-

потенузой AC , если ( )4;2;2A , ( )2;5;1B , а точка C  лежит на прямой 

6 2
5 3 1

yx z+ −= =
−

. 

4. 23. Найти координаты вершин A , D  и площадь трапеции ABCD  с основа-

ниями AD  и BC , если ( )1;1;5B − , ( )1;4;3C , точка A  лежит на прямой 

52 10
2 1 3

yx z++ −= = , а точка D  лежит на прямой 
16 2

4 2 1

yx z−− −= =
− −

.  

4. 24. . Найти координаты вершин C и D и площадь параллелограмма ABCD , 

если ( )3; 5; 6A − , ( )4; 2;2B − , точка C  лежит на прямой 
14

1 2 2

yx z−− = =
− −

, а 

точка D  лежит на плоскости 3 4 5 1 0x y z− − − = . 
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4. 25. Найти координаты вершин В и D параллелограмма ABCD, если ( )8;1;4A , 

( )6;2;10C − , точка B лежит на прямой 
43 7

4 1 2

yx z−− −= =
−

, а точка D лежит на 

плоскости 4 7 7 0x y z+ − − = . 

4. 26. Найти координаты вершин A , D  и площадь трапеции ABCD  с основа-

ниями AD  и BC , если ( )1;1;5B − , ( )2;2;3C , точка A  лежит на прямой 

23 4
5 1 2

yx z+− −= =
−

, точка D  лежит на плоскости 6 5 6 0x y z+ + − = , а основа-

ние AD  в 3 раза больше основания BC . 

4. 27. Найти координаты вершин B , D  и площадь ромба ABCD , если 

( )4;4;1A − , ( )1;4;6C , а точка B  лежит на прямой 
94 8

3 2 4

yx z−+ −= =
−

.  

4. 28. Найти координаты вершин C  и D  квадрата ABCD , если ( )2; 3;4A − , 

( )2;0;1B , а точка C  лежит на плоскости 3 17 0x y z+ − − = .  

4. 29. Найти координаты вершины D  и объем тетраэдра ABCD , если 

( )4;2; 4A − , ( )2;7; 1B − , ( )1;11; 6C − − , AD BD CD= = , а точка D  лежит на плос-

кости. 

4. 30. Найти координаты вершины D  тетраэдра ABCD , если ( )6; 7; 2A − − , 

( )2;1; 6B , ( )3; 6; 8C , ребра AD и BC перпендикулярны, а точка D  лежит на 

прямой 
107 2

5 3 1

yx z−− −= =
− −

. 
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Ответы и указания к задачам для самостоятельного решения 

Сокращения: символ ♣ означает «указания», символ � – «ответ не однозначен, 

приводится один из возможных», символ � – «применить»  

Глава 1.  

1. 1. 4 13y x= + . 

1. 2. (а) 4 3 23x y+ = ; (б) 3 4 11x y− = . 

1. 3. 7 45 0x y+ − = . 

1. 4. 4 5 23 0x y− + = . 

1. 5. � 
11

3 2

yx −+ = ; 1 3 , 1 2 ,x t y t t= − + = + ∈R . 

1. 6. 5 17 0x y+ + = , 5 7 0x y− − = . 

1. 7. (5;1)B . 

1. 8. (а) ( )1 2; 5M ; (б) ( )2 3; 8M − . 

1. 9. (а) 1(3; 2)C ; (б) 2(1; 2)C − . 

1. 10. 3 7 0, 6 2 3 0x y x y+ − = − + = . 

1. 11. (а) пересекаются, ( )7; 2M − , 
11

arccos
1537

.(б) параллельны, 
9

65
d = ;  

(в) совпадают.  

1. 12. (а) 4 11 6 0x y+ − = ; (б) 8 14 0x y− + = ; (в) 3 4 12 0x y+ + = ;  

(г) 10 24 15 0x y− − = . 

1. 13. (а) (2; 2), 5Q R = ; (б) 6 2Ah = , (в) 2 11x y+ = , (4; 3)H . 

1. 14. (3; 0), 10Q r = . 

1. 15. ( 2; 4), (1; 7)B C− − . 

1. 16. ( 7; 1), ( 1; 3), ( 2; 2)A B D− − − − − . 

1. 17. 10 0x y− − = ; 4 9 60 0x y− − = ; 4 20x y+ = ; 9 30 0x y+ + = . 

1. 18. ( )6; 3B  или ( 2; 1)B − − , ( )0; 5C . 

1. 19. ( )6; 5C , 26S = . 

1. 20. ( )1 6; 3B , ( )1 1; 2C − , ( )1 6; 1D − − ; 2(3; 0)B , 2(7; 4)C , 2(3; 8)D . 

1. 21. ( )4; 1C − −  или ( )134
5 5

;C − − . 

1. 22. ( )5; 3C − . 

1. 23. ( )5; 3C  или ( )27 19
5 5

;C . 

1. 24. ( )4; 7C .  

Глава 2.   

2. 1. (а) 2 7 31 0x y z+ − − = ; (б) 3 2 5 4 0x y z− + − = ; (в) 4 5 17 0x y z+ + − = . 

2. 2. 4 14 51 0x y z− + − = . 

2. 3. 7 10 9 70 0x y z+ − + = . 
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2. 4. 
11

21
. 

2. 5. (а) 3 5 2 8 0x y z− + + = ; (б) 5 3 11 0x y z− − + = ; (в) 2 1 0x y z− + + = , 

7 4 13 0x y z− − + = . 

2. 6. 
11

2 14
. 

2. 7. 
13
21

. 

2. 8. (а) пересекаются, ( )1 2
14

^ arccos
27

π π = ; (б) параллельны, 

( )1 2
23

,
6 14

ρ π π = . 

2. 9. (а) параллельны, 1 2
27

( , )
2 35

ρ π π = ; (б) пересекаются, ( )1 2^ 90π π = ° ;  

(в) совпадают. 

2. 10. 3 4 0, 3 4 0x y z x y z+ + − = + − − = . 

2. 11. 3, 8λ λ= = − . 

2. 12. 6 7 7 50 0x y z− − + =  и 2 7 7 16 0x y z− + − = . 

2. 13. 2 2 2 0Ax By Cz D d A B C+ + + ± + + = . 

2. 14. ( )46
1 2 5
(2; 0; 0), ; 0; 0M M . 

2. 15. 6 3 2 2 0, 6 3 2 12 0x y z x y z+ + + = + + − = , 6 3 2 18 0x y z+ − + = , 

6 3 2 4 0x y z+ − + = , 6 3 2 16 0, 6 3 2 30 0x y z x y z− + − = − + − = , 

6 3 2 14 0x y z− − − = . 

2. 16. 8. 

2. 17. 
19

2;
4

λ λ= − = . 

2. 18. (а) 
2 2 2

arcsin
a

a b c+ +
; (б) 

2 2 2
arccos

b

a b c+ +
. 

2. 19. 
21

a

b+
; 

21

b

a+
; 

2 2

1

a b+
. 

2. 20. 13
21

arcsin . 

2. 21. 8. 

2. 22. 56. 

2. 23. 4 16 0x y z− + + =  и 4 20 0x y z− + − = . 

2. 24. (4;1; 3), 3 6P R = . 

2. 25. (3,8; 4,6; 5,6)Q − , 
3 2

5
r = . 

2. 26. (а) 2 12 8 11 0x y z− − + = ; (б)4 2 10 17 0x y z+ + − = . 

2. 27. (а) (3; 2; 4)Q − , 3 6R = ; (б) (10;10; 5)H . 



Соболев С.К. Томашпольский В.Я. Прямые и плоскости.  

 71 

 

 

Глава 3. 

3. 1. 
12 3

4 3 2

yx z+− −
= =

−
, 2 4 , 1 3 , 3 2 ,x t y t z t t= + = − + = − ∈R . 

3. 2. 
3 5

0 2 3

yx z− −= =
−

. 

3. 3. 2 3 , 4, 1 2 ,x t y z t t= + = − = − ∈R  

3. 4. {4 5 13 0,

2 5 0.

y z

x z

− − =
+ − =

 

3. 5. 
52 3

3 2 1

yx z−− +
= =

−
. 

3. 6. ����  
22

2 1 1

yx z+−
= =

− −
, 2 2 , 2 , ,x t y t z t t= − = − − = ∈R . 

3. 7. 2 . 

3. 8. (а) 
5 13

7
; (б) 

5178
131

. 

3. 9. 1 2(2; 0;1), (3; 2; 5)M M . 

3. 10. 
43 5

2 1 11

yx z−− −= =
−

 ; ( )7 13 4
; ;

3 3 3
P , 

6
2

r = . 

3. 11. (а) 2 0y z− + = ; (б) 3 4 5 0x y z− + − = ; (в) 3 2 1 0x y z+ − − =  и 

2 3 5 0x y z− + − = ; ♣ использовать уравнение пучка плоскостей. 

3. 12. 3 4 5 0, 2 2 3 0x y x y z− − = + − + = . 

3. 13. ♣♣♣♣ ( ) ( )0 0 0 0 0
x x z z y y z z

a c b c
α β γ

− − − −
− + − = . 

3. 14. 
2

3

1

2

7

1 −
=

−

+
=

− zyx
. 

3. 15. 1 2(3; 4; 2), (5; 2; 6)M M . 

3. 16. ( )1 25;1;1 , ( 7; 3; 1)M M − − . 

3. 17. (а) 2 2
1 2 1 20, 0A A D D= = + > ; (б) 1 1

2 2

A C

A C
= . 

3. 18. (а) 1 1

2 2

A D

A D
= ; (б) 1 2 1 2 0C C D D= = = = . 

3. 19. 2 2 0x y z− + − =  и 4 5 20 0x y z− + − = . 

3. 20. 9, 14α β= = − . 

3. 21. 2 3 14 0, 3 2 14 0x y z x y z+ + − = + − − = . 

3. 22. (а) ( )4; 1; 5B − − ; (б) (6; 9; 11)C − − . 

3. 23. (а) ( )6; 10; 1B − − − ; (б) ( 5; 9; 2)C − − . 

3. 24. (а) 1( 1;1; 2)A − ; (б) 2 ( 1; 2; 8)A − − . 

3. 25. 5 13 1 0x y z− + + = . 
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3. 26. 13 9 7 7 0x y z− + + = . 

3. 27. 6 16 3 0x y z− + + = . 

3. 28. 
32 4

5 6 5

yx z−− += =
−

. 

3. 29. 2 0x y z− − + = . 

3. 30. 
15 2

1 1 3

yx z−− −= =
−

. 

Глава 4. 

4. 1. 
10

46
. 

4. 2. ( ) 13
3; 5; 1 , arcsin

9 41
M − . 

4. 3. (а) параллельны, ( , ) 30ρ π =���� ; (б) пересекаются, (1; 4; 2)M − , 

( ) 5
sin ^

14
π =���� ; (в) прямая ℓ лежит в плоскости π. 

4. 4. 6 4 4 5 0x y z+ + − = . 

4. 5. 86 , 23 4 10 67 0x y z+ − − = . 

4. 6. ( )4; 1; 1M − , 13

2 165
, 11 9 17 52 0x y z+ − + = . 

4. 7. ( )1 2, 9ρ =� �� �� �� � ; ( )1 2
31

cos ^
3 130

=� �� �� �� � ; 
24 5

1 4 8

yx z−− +
= =

− −
. 

4. 8. (а) параллельны, 1 2
6 13

( , )
38

ρ =� �� �� �� � , плоскость : 3 2 5x zπ − = ; (б) пересе-

каются, точка пересечения (4; 2;1)M , плоскость : 7 5 11 29 0x y zπ − + − = ; 

(в) совпадают; (г) скрещиваются, 1 2( , ) 2 11ρ =� �� �� �� � , общий перпендикуляр 

21 5
3 1 1

yx z−+ −= =
−

. 

4. 9. 
1

6
 ♣♣♣♣ Ввести декартову систему координат с началом в вершине куба и 

осями, направленными вдоль рёбер куба, написать уравнения вышеука-

занных диагоналей. 

4. 10. 
2

35

a
 или 

10

a
. ♣ Правильный тетраэдр образован диагоналями граней 

куба. 

4. 11. (а) 
13 2

2 5 1

yx z−− += = ; (б) 
13 2

2 7 1

yx z−− += =
−

. 

4. 12. (а) det( ) 0 rg( ) 3M M≠ ⇔ = ; (б) ( )rg( ) rg 2M M= =  и никакие две строч-

ки матрицы М не пропорциональны; (в) rg( ) 2M = , ( )rg 3M =  и никакие 

две строчки матрицы М не пропорциональны; (г) rg( ) 1M = , ( )rg 2M = ; 
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(д) rg( ) 2M = , ( )rg 3M =  и какие-то две строчки матрицы M  пропор-

циональны. 

 

4. 13. 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

0

A B C D

A B C D

A B C D

A B C D

=  и 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

rg 3

A B C

A B C

A B C

A B C

 
 

= 
 
 

. 

4. 14. 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

0

A B C D

A B C D

A B C D

A B C D

≠  и все миноры 3-го порядка матрицы 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

A B C

A B C

A B C

A B C

 
 
 
 
 

 тоже не равны нулю. 

4. 15. а) ( )rg( ) 3, rg 4M M= = ; (б) ( )rg( ) rg 3M M= = ; (в) 

( )rg( ) 2, rg 3M M= = ; (г) ( )rg( ) rg 2M M= = . 

4. 16. (а) rg( ) 2M = ; (б) rg( ) 3M = ; (в) ( )rg( ) 2, rg 3M M= = . 

4. 17. (5; 4;14)H . 

4. 18. ( 1; 2; 4)H − . 

4. 19. ( )1;4;3C . 

4. 20. ( )7;1;0C  или ( )1; 1;2C − . 

4. 21. ( )3;4; 2C − , 1
2

3990ABCS∆ = , или ( )1;1;2C , 222ABCS∆ = . 

4. 22. ( )4;6;0C  или ( )1;3;1C − . 

4. 23. ( )4; 6;7A − − , ( )2;3;1D , 2 93ABCDS = . 

4. 24. ( )6; 3;4C − , ( )5; 6;8D − , 3 17S = . 

4. 25. ( )1;3;9B − , ( )3;0;5D . 

4. 26. ( )7; 4;8A − − , ( )2; 1;2D − , 2 139S = . 

4. 27. ( )2;5;0B , ( )5;3;7D − , 5 51S = .  

4. 28. ( )6;1;2C , ( )6; 2;5D −  или ( )6; 1;0C − , ( )6; 4;3D − .  

4. 29. ( )5;8; 7D − , 
86
3

V = .  

4. 30. ( )3;4;4D − , 28V = . 
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