
�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .I. �°¨¢»¥ ¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .� ° ¡®« .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¨¿  §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ¡®«®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¥ª °²®¢ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² Oxy, ¢ ª®²®°®© ³° ¢¥¨¥ ½²®© «¨¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤y2 = 2px (p > 0): (1)�° ¢¥¨¥ ¨ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²  §»¢ ¾²±¿ ª ®¨·¥±ª¨¬¨. �¨±«® p  §»-¢ ¥²±¿ ´®ª «¼»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬, ²®·ª  F = (p2 ; 0) - ´®ª³±®¬, ¯°¿¬ ¿ x = �p2- ¤¨°¥ª²°¨±®©, Ox - ®±¼ ¯ ° ¡®«», ²®·ª  O - ¢¥°¸¨  ¯ ° ¡®«». �«¿ ¯°®-¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ M ¯ ° ¡®«» ®²°¥§®ª FM  §»¢ ¥²±¿ ´®ª «¼»¬ ° ¤¨³±®¬.� ± ²¥«¼ ¿ ª ¯ ° ¡®«¥ ¢ ²®·ª¥ (x0; y0) ¨¬¥¥² ³° ¢¥¨¥ y0y = p(x + x0).�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. � ° ¡®«  ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ²®·¥ª, ° ¢®³¤ «¥-»µ ®² ´®ª³±  ¨ ¤¨°¥ª²°¨±».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«®¢¨¥ ° ¢®³¤ «¥®±²¨ x + p2 = s(x� p2)2 + y2 ½ª-¢¨¢ «¥²® ° ¢¥±²¢³ (1).�¯²¨·¥±ª®¥ ±¢®©±²¢® ¯ ° ¡®«». � ± ²¥«¼ ¿ ª ¯ ° ¡®«¥ ¢ ²®·ª¥M = (x0; y0) ¯¥°¥±¥ª ¥² ®±¼ Ox ¢ ²®·ª¥ N = (�x0; 0),  µ®¤¿¹¥©±¿   ²®¬¦¥ ° ±±²®¿¨¨ ®² ´®ª³±  F, ·²® ¨ ²®·ª  M. �°¥³£®«¼¨ª FNM ° ¢®¡¥¤°¥-»©, ²® ¥±²¼ 6 FNM = 6 FMN. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ ¢ ´®ª³± ¯ ° ¡®«»¯®¬¥±²¨²¼ ¨±²®·¨ª ¨§«³·¥¨¿, ²® ®²° ¦¥»¥ ®² ¯ ° ¡®«» «³-·¨ ¡³¤³² ¯ ° ««¥«¼» ¥¥ ®±¨.�««¨¯±.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¨¿  §»¢ ¥²±¿ ½««¨¯±®¬, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¥ª °²®¢ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² Oxy, ¢ ª®²®°®© ³° ¢¥¨¥ ½²®© «¨¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤x2a2 + y2b2 = 1 (a � b > 0): (2)�° ¢¥¨¥ ¨ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²  §»¢ ¾²±¿ ª ®¨·¥±ª¨¬¨. a; b - ±®®²-¢¥²±²¢¥® ¡®«¼¸ ¿ ¨ ¬ « ¿ ¯®«³®±¨ ½««¨¯± . �®ª³± ¬¨  §»¢ ¾²±¿ ²®·-ª¨ F1 = (�c; 0) ¨ F2 = (c; 0), £¤¥ c = pa2 � b2. �®·ª  O - ¶¥²° ½««¨¯± ;(�a; 0); (�b; 0) - ¢¥°¸¨»; e = ca - ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²; ¯°¿¬»¥ x = �ae - ¤¨°¥ª-²°¨±»; p = b2a - ´®ª «¼»© ¯ ° ¬¥²°, ° ¢¥ ¤«¨¥ ¯®«³µ®°¤», ¯°®µ®¤¿¹¥©·¥°¥§ ´®ª³± ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ®±¨ Ox; ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ M ®²°¥§ª¨r1 = MF1 ¨ r2 = MF2  §»¢ ¾²±¿ ´®ª «¼»¬¨ ° ¤¨³± ¬¨.r21 = (x + c)2+y2 = x2+2cx + c2 +b2� b2a2x2 = c2a2x2 +2cx+ a2 = (cax + a)2 =(ex+a)2. � ª ª ª e < 1 ¨ jxj � a, ²® r1 = ex+a. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²®r2 = a� ex. �§ ½²¨µ ° ¢¥±²¢ ±«¥¤³¥², ·²® ½««¨¯± ½²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª,
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2 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤«¿ ª®²®°»µ ®²®¸¥¨¥ ° ±±²®¿¨¿ ¤® ´®ª³±  ª ° ±±²®¿¨¾ ¤®®¤®¨¬¥®© ¤¨°¥ª²°¨±» ° ¢® ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²³.� ª ª ª r1+ r2 = 2a, ²® ½««¨¯± ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª¦¥ ª ª ¬®¦¥±²¢®²®·¥ª, ±³¬¬  ° ±±²®¿¨© ®² ª®²®°»µ ¤® ´®ª³±®¢ ¯®±²®¿ .� ± ²¥«¼ ¿ ª ½««¨¯±³ ¢ ²®·ª¥ M = (x0; y0) ¨¬¥¥² ³° ¢¥¨¥ x0xa2 + y0yb2 = 1:�¯²¨·¥±ª®¥ ±¢®©±²¢® ½««¨¯± . �³±²¼ ²®·ª  M = (x0; y0) ¯°¨ ¤«¥-¦¨² ½««¨¯±³. � ©¤¥¬ ° ±±²®¿¨¿ d1; d2 ®² ´®ª³±®¢ F1;F2 ¤® ª ± ²¥«¼®© ª½««¨¯±³, ¯°®¢¥¤¥®© ¢ ²®·ª¥ M.d1 = j � x0ca2 � 1jvuutx20a4 + y20b4 = r1vuutax20a4 + y20b4 ; d2 = r2vuutax20a4 + y20b4 .�²±¾¤  d1r1 = d2r2 , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®²°¥§ª¨ F1M;F2M ®¡° §³¾² ®¤¨ ª®¢»¥³£«» ± ª ± ²¥«¼®©. �²® ®§ · ¥², ·²® «³·¨ ®² ¨±²®·¨ª  ±¢¥² , ¯®¬¥¹¥®£®¢ ®¤¨ ¨§ ´®ª³±®¢, ¯®±«¥ ®²° ¦¥¨¿ ®² ½««¨¯±  ±®¡¨° ¾²±¿ ¢ ¤°³£®¬ ´®ª³±¥.�¨¯¥°¡®« �¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¨¿  §»¢ ¥²±¿ £¨¯¥°¡®«®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¥ª °²®-¢  ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² Oxy, ¢ ª®²®°®© ³° ¢¥¨¥ ½²®© «¨¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤x2a2 � y2b2 = 1: (3)�° ¢¥¨¥ ¨ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²  §»¢ ¾²±¿ ª ®¨·¥±ª¨¬¨. a; b - ±®®²¢¥²-±²¢¥® ¤¥©±²¢¨²¥«¼ ¿ ¨ ¬¨¬ ¿ ¯®«³®±¨ ½««¨¯± . �®ª³± ¬¨  §»¢ ¾²±¿²®·ª¨ F1 = (�c; 0) ¨ F2 = (c; 0), £¤¥ c = pa2 + b2. �®·ª  O - ¶¥²° ½««¨¯± ;(�a; 0) - ¢¥°¸¨»; e = ca - ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²; ¯°¿¬»¥ x = �ae - ¤¨°¥ª²°¨±»;p = b2a - ´®ª «¼»© ¯ ° ¬¥²°, ° ¢¥ ¤«¨¥ ¯®«³µ®°¤», ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ´®-ª³± ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ®±¨ Ox; y = �bax -  ±¨¬¯²®²»; ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨M ®²°¥§ª¨ r1 = MF1 ¨ r2 = MF2  §»¢ ¾²±¿ ´®ª «¼»¬¨ ° ¤¨³± ¬¨.� ª ¦¥ ª ª ¤«¿ ½««¨¯±  ¢»¢®¤¿²±¿ ° ¢¥±²¢  r1 = jex + aj; r2 = ja � exj,¨§ ª®²®°»µ ±«¥¤³¥², ¢ · ±²®±²¨, ·²® £¨¯¥°¡®«  ½²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª,¤«¿ ª®²®°»µ ®²®¸¥¨¥ ° ±±²®¿¨¿ ¤® ´®ª³±  ª ° ±±²®¿¨¾ ¤®®¤®¨¬¥®© ¤¨°¥ª²°¨±» ° ¢® ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²³.� ª ª ª ¤«¿ £¨¯¥°¡®«» jxj > a; e > 1, ²® jexj > a, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,r1 = 8<: a + ex; ¯°¨ x > 0�a � ex; ¯°¨ x � 0 ; r2 = 8<: �a + ex; ¯°¨ x > 0a � ex; ¯°¨ x � 0 :�²±¾¤  jr1 � r2j = 2a, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, £¨¯¥°¡®«  ½²® ¬®¦¥±²¢® ²®-·¥ª, ¤«¿ ª®²®°»µ  ¡±®«¾² ¿ ¢¥«¨·¨  ° §®±²¨ ° ±±²®¿¨© ¤®´®ª³±®¢ ¥±²¼ ¢¥«¨·¨  ¯®±²®¿ ¿.



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� ± ²¥«¼ ¿ ª £¨¯¥°¡®«¥ ¢ ²®·ª¥M = (x0; y0) ¨¬¥¥² ³° ¢¥¨¥ x0xa2 � y0yb2 = 1:�° ¢¥¨¿ ½««¨¯± , £¨¯¥°¡®«» ¨ ¯ ° ¡®«» ¢ ¯®«¿°»µ ª®®°¤¨ ² µ.
9z:6F ` 'rMBNA w -- �¥²° ¯®«¿°®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¤«¿ ½««¨¯±  ¢«¥¢®¬ ´®ª³±¥, ¤«¿ £¨¯¥°¡®«» - ¢ ¯° ¢®¬ ´®ª³±¥. �»¢®¤³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ½««¨¯± : r = ejMNj = ejAF + FBj =e(pe + r cos') ! r = p1 � e cos' � «®£¨·® ¢»¢®¤¨²±¿³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ¯° ¢®© ¢¥²¢¨ £¨¯¥°¡®«» ¨ ¤«¿ ¯ ° ¡®«».�°¨¢»¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ª®¨·¥±ª¨¥ ±¥·¥¨¿.
�>>	 w�	 -F MBhA l� �

�¥°µ¨© ®¢ «   °¨±³ª¥ ¥±²¼ ±¥·¥¨¥ ª®³±  ¥-ª®²®°®© ¯«®±ª®±²¼¾ �1; F - ²®·ª  ª ± ¨¿ �1 ¨ ¥ª®²®-°®© ±´¥°», ¢¯¨± ®© ¢ ª®³±; ¨¦¨© ®¢ « ½²® ®ª°³¦-®±²¼, ¯® ª®²®°®© ±´¥°  ª ± ¥²±¿ ª®³± ; �2 - ¯«®±ª®±²¼,¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ®ª°³¦®±²¼; M - ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª ª®¨·¥±ª®£® ±¥·¥¨¿; B - ²®·ª  ¯¥¥±¥·¥¨¿ ®ª°³¦®±-²¨ ¨ ®¡° §³¾¹¥© ª®³± , ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ M; � - ³£®«¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ �1; �2; � - ³£®« ¬¥¦¤³ MB ¨ �2; l- «¨¨¿ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ �1; �2; h - ¤«¨  ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ,®¯³¹¥®£® ¨§ M   �2.FM = MB ª ª ®²°¥§ª¨ ª ± ²¥«¼»µ ª ±´¥°¥. h =MB sin� = FMsin� = AMsin�. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²®FMAM = sin�sin� - ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ²®·ª¨ M. �«¥¤®¢ -²¥«¼®, ±¥·¥¨¥ ª®³±  ¯«®±ª®±²¼¾ �1 ¿¢«¿¥²±¿ ½««¨¯-±®¬, ®¤¨ ¨§ ´®ª³±®¢ ª®²®°®£®  µ®¤¨²±¿ ¢ ²®·ª¥ F ,¯°¿¬ ¿ l ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨°¥ª²°¨±®© ½««¨¯± .�°¨¬¥° 1. � ©²¨ ³° ¢¥¨¥ £¨¯¥°¡®«», ¤«¿ ª®²®°®© ²®·ª  F(�2; 2) ±«³-¦¨² ´®ª³±®¬ ,   ¯°¿¬»¥ 2x� y + 1 = 0; x + 2y � 7 = 0 -  ±¨¬¯²®² ¬¨.�°¨¬¥° 2. � ©²¨ ª ®¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨ ª ®¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ª®-®°¤¨ ² ª°¨¢®©, § ¤ ®© ³° ¢¥¨¥¬ 5x2 + 4xy + 8y2 � 32x � 56y + 80 = 0.�±±«¥¤®¢ ¨¥ ª¢ ¤°¨ª.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¢ ¤°¨ª®©  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª x = (x1; ::; xn) n- ¬¥°®£®  ´´¨®£® ¯°®±²° ±²¢ , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³° ¢¥¨¾ ¢¨¤ Xi;j aijxixj + 2Xi bixi + c = 0.�° ¢¥¨¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥:xTAx + 2(b; x) + c = 0:�°¥®¡° §³¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¬¥²®¤®¬, ª®²®°»© ¡»« ° §®¡°    ¯°¨¬¥°¥.



4 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1. � µ®¤¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  �1; �2; :::�n ¨ ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± ¨§±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ h1; h2; :::hn ¬ ²°¨¶» A. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥-®±²¨, ·²® �1; :::; �r 6= 0, £¤¥ r = rg A.2. �®« £ ¿ P = (h1:::hn) ¤¥« ¥¬ § ¬¥³ x = Py. �° ¢¥¨¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¯°¨-¨¬ ¥² ¢¨¤ �1y21 + ::: + �ry2r + 2b01y1 + ::: + 2b0nyn + c = 0.3. �¥« ¥¬ § ¬¥³ yi = zi � a0i�i (i = 1; ::; r); yi = zi(i = r + 1; ::; n). �1z21 + ::: +�rz2r + 2b0r+1zr+1 + ::: + 2b0nzn + c0 = 0.4. �®«®¦¨¬ � = qb02r+1 + :: + b02n . �±«¨ � = 0, ²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ § ª®·¥»¨ ¢ ¨²®£¥ ¯®«³·¨«¨ ³° ¢¥¨¥�1z21 + ::: + �rz2r + c0 = 0:�±«¨ � 6= 0, ²® ° ±±¬®²°¨¬ n - ¬¥°»© ¢¥ª²®° g1 = 1�(0; :::; 0; b0r+1; :::; b0n)T.� ª ª ª jg1j = 1, ²® ±¨±²¥¬³ e1; ::; er; g1 ¬®¦® ¤®¯®«¨²¼ ¤® ®°²®®°¬¨°®¢ ®-£® ¡ §¨±  e1; ::; er; g1; :::; gn�r . �®±«¥ § ¬¥» z = (e1; ::; er; g1; :::; gn�r)v ¯®«³· ¥¬³° ¢¥¨¥ �1v21 + ::: + �rv2r + 2�vr+1 + c0 = 0.5. �»¯®«¿¥¬ ¯®±«¥¤¾¾ § ¬¥³ vr+1 = wr+1� c02�; vi = wi, ¯°¨ i 6= r+1. �¨²®£¥ ¯®«³·¨«¨ ³° ¢¥¨¥�1w21 + ::: + �rw2r + 2�wr+1 = 0:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ x = Py + q, £¤¥ P - ®°²®£® «¼ ¿ ¬ ²-°¨¶ ,   q - ¢¥ª²®°,  §»¢ ¥²±¿ ¨§®¬¥²°¨¥©. �±«¨ P = E ¨§®¬¥²°¨¾  §»¢ ¾²±¤¢¨£®¬.�·¥¢¨¤®, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®¥ ª ¨§®¬¥²°¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬¥²°¨¥©,¨ ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨§®¬¥²°¨© - ¨§®¬¥²°¨¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �° ¢¥¨¿ ª¢ ¤°¨ª  §»¢ ¾²±¿ ®°²®£® «¼® ½ª¢¨¢ «¥²-»¬¨, ¥±«¨ ®¤® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¤°³£®£® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¨§®¬¥²°¨¨.�¯¨± »© ° ¥¥  «£®°¨²¬ ¯®§¢®«¿¥² ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® ³° ¢¥¨¥ «¾¡®©ª¢ ¤°¨ª¨ ®°²®£® «¼® ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ®¤®¬³ ¨§ ³° ¢¥¨© ¢¨¤ F(x) = �1x21 + ::: + �rx2r + c = 0: (1)F(x) = �1x21 + ::: + �rx2r + 2�xr+1 = 0 (� > 0): (2)�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯®°¿¤ª  ±«¥¤®¢ ¨¿ ±« £ ¥¬»µ¢ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬¥, ² ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢ ²®·®±²¨ ®¤®.



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�®ª ¦¥¬ ½²® ¯°¥¤«®¦¥¨¥. �¤¥« ¥¬ ¯®¤±² ®¢ª³ x = Py + q ¢ ³° ¢¥¨¥ª¢ ¤°¨ª¨ F(x) = xTAx + 2aTx + c. �®«³·¨¬yTPTAPy + 2yTPT(Aq + a) + F(q) = 0: (3)�±«¨ P ®°²®£® «¼ ¿, ²® ¬ ²°¨¶» A ¨ PTAP ¯®¤®¡», ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨¬¥¾²®¤¨ ª®¢»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±« . �®½²®¬³ ¯ °  ®°²®£® «¼® ½ª¢¨¢ «¥²»µ³° ¢¥¨© ¢¨¤  (1); (2) ± ²®·®±²¼¾ ¤® ®¡®§ ·¥¨© ¥¨§¢¥±²»µ ¨¬¥¥² ®¤¨- ª®¢»¥ ª¢ ¤° ²¨·»¥ · ±²¨. �®½²®¬³, ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢   ¤® ¨±±«¥¤®¢ ²¼¢»° ¦¥¨¥ 2yTPT(Aq + a) + F(q). � ±±¬®²°¨¬ 3 ±«³· ¿.1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³° ¢¥¨¥ (1) ¨§®¬¥²°¨¥© x = Py + q ±¢®¤¨²±¿ ª³° ¢¥¨¾ �1x21 + ::: + �rx2r + c0 = 0: (4)�  ¸¥¬ ±«³· ¥ A = diag(�1; ::; �r; 0; :::; 0); a = 0. �§ ±®¯®±² ¢«¥¨¿ ¢»° ¦¥-¨© (1) ¨ (3) ±«¥¤³¥², ·²® F1(q) = c0; PT(Aq+a) = 0. � ª ª ª P ¥¢»°®¦¤¥ ¨ a = 0, ²® Aq = 0! qTAq = 0! F1(q) = c ¨, § ·¨² , (1) ¨ (4) ±®¢¯ ¤ ¾².2. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³° ¢¥¨¥ (1) ±¢®¤¨²±¿ ª ³° ¢¥¨¾�1³21 + ::: + �r³2r + 2�³r+1 = 0 (� > 0): (5)�§ (3) ±«¥¤³¥², ·²® PTAq = �er+1. �§ ° ¢¥±²¢  PTAP = A ±«¥¤³¥², ·²®PTA = AP�1 ¨, ¤ «¥¥, AP�1 = �er+1. �¥ª²®° ±«¥¢  ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ (r + 1) - ¾ª®¬¯®¥²³, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, � = 0 - ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.3. �° ¢¥¨¥ (2) ±¢®¤¨²±¿ ª (5). � ½²®¬ ±«³· ¥ PT(Aq + �er+1) = �er+1.�»·¨±«¨¬ ±ª «¿°»¥ ª¢ ¤° ²» «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¥© ½²®£® ° ¢¥±²¢ .(PT(Aq+ �er+1);PT(Aq+ �er+1)) = (Aq+ �er+1;Aq+ �er+1) = (AC;AC) + �2- «¥¢ ¿ · ±²¼, (�er+1; �er+1) = �2 - ¯° ¢ ¿ · ±²¼. � ª ª ª (AC;AC) + �2 = �2,²® � � �. O¤ ª®, ³° ¢¥¨¥ (5) ² ª¦¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ³° ¢¥¨¾ (2), ¯®½²®¬³¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ¨ ¥° ¢¥±²¢® � � �, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³° ¢¥¨¿ (2) ¨ (5)±®¢¯ ¤ ¾².�°²®£® «¼ ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ª°¨¢»µ ¨ ¯®¢¥°µ®±²¥©¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .�1x2 + �2y2 + c = 0 1: �1; �2 > 0; c < 0� ½««¨¯±;2: �1; �2 > 0; c > 0� ¬¨¬»© ½««¨¯±;3: �1; �2 > 0; c = 0� ¬¨¬»¥ ¯¥°¥±¥ª ¹¨¥±¿¯°¿¬»¥;4: �1 > 0; �2 < 0; c < 0� £¨¯¥°¡®« ;5: �1 > 0; �2 < 0; c = 0� ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿¯°¿¬»¥;



6 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�x2 + c = 0 6: � > 0; c < 0 - ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿¬»¥;7: � > 0; c > 0 - ¬¨¬»¥ ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿-¬»¥;8: c = 0 - ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ¯°¿¬»¥;�x2 + 2�y = 0 9: ¯ ° ¡®« ;�1x2 + �2y2 + �3z2 + c = 0 10: �1; �2; �3 > 0; c < 0� ½««¨¯±®¨¤;11: �1; �2; �3 > 0; c > 0� ¬¨¬»© ½««¨¯±®¨¤;12: �1; �2 > 0; �3 > 0; c = 0� ¬¨¬»© ª®³±;13: �1; �2 > 0; �3 < 0; c = 0� ª®³±;14: �1; �2 > 0; �3 < 0; c > 0� ¤¢³¯®«®±²»©£¨¯¥°¡®«®¨¤;15: �1; �2 > 0; �3 < 0; c < 0� ®¤®¯®«®±²»©£¨¯¥°¡®«®¨¤;�1x2 + �2y2 + 2�z = 0 16: �1; �2 > 0� ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤;17: �1 > 0; �2 < 0� £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° -¡®«®¨¤;�¥°¥±¥·¥¨¥ ¯°¿¬®© ¨ ª¢ ¤°¨ª¨.F(x) = xTAx + 2(b; x) + c = 0 (1)x = x0 + lt (2)lTAlt2 + 2lT(Ax0 + b)t + F(x0) = 0 (3)�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥ª²®° l 6= 0  §»¢ ¥²±¿  ±¨¬²®²¨·¥±ª¨¬ ¤«¿ (1), ¥±«¨lTAl = 0.�±¨¬²®²¨·¥±ª¨© ¢¥ª²®°  §»¢ ¾² ² ª¦¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬  ¯° ¢«¥¨¥¬.�°¨¬¥° 3. � ½««¨¯±  x2 + y2 = 1 ¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©; ³£¨¯¥°¡®«» x2 � y2 = 1 ¤¢   ±¨¯¬²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨¿: (1,1) ¨ (1.-1); ³¯ ° ¡®«» y2 = 2x - ®¤®: (1,0).�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®·ª  x0, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ° ¢¥±²¢³ Ax0 + b = 0  §»-¢ ¥²±¿ ¶¥²°®¬ ª¢ ¤°¨ª¨.� ¬¥· ¨¥. �¥°¥®±  · «  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¢ ¶¥²° ª¢ ¤°¨ª¨(¥±«¨® ±³¹¥±²¢³¥²) ¯®§¢®«¿¥² ¨§¡ ¢¨²¼±¿ ®² «¨¥©®© · ±²¨ ¢ ³° ¢¥¨¨ ª¢ ¤°¨-ª¨.�®ª ¦¥¬, ·²® ¶¥²° ª¢ ¤°¨ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ¶¥²°®¬ ±¨¬¬¥²°¨¨.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �±«¨ ²®·ª  x ¯°¨ ¤«¥¦¨² ª¢ ¤°¨ª¥ ± ¶¥²°®¬ x0, ²®²®·ª  x0 = 2x� x0 ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ª¢ ¤°¨ª¥.



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �  ¸¥¬ ±«³· ¥ ³° ¢¥¨¥ (3) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤lTAlt2 +F(x0) = 0: (4)�®«®¦¨¬ l = x�x0. � ª ª ª x = x0+1�l , ²® ³° ¢¥¨¥ (4) ¨¬¥¥² ª®°¥¼ t = 1,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨¬¥¥² ¨ ª®°¥¼ t = �1, ¯®½²®¬³ ²®·ª  x0� l = x0 ¯°¨ ¤«¥¦¨²ª¢ ¤°¨ª¥.�³±²¼ l ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© ¢¥ª²®° ¨ ³° ¢¥¨¥ (3) ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»¥ª®°¨ t1; t2. �®£¤  ¯°¿¬ ¿ (2) ¯¥°¥±¥ª ¥² ª¢ ¤°¨ª³ ¢ ¤¢³µ , ¢®§¬®¦® ±®¢¯ ¤ -¾¹¨µ, ²®·ª µ x1 ¨ x2. �»·¨±«¨¬ ª®®°¤¨ ²³ x ±¥°¥¤¨» µ®°¤», ±®¥¤¨¿¾¹¥©½²¨ ²®·ª¨.x = x1 + x22 = x0+t1 + t22 l = x0� lT(Ax0 + b)lTAl , lTx = lTx0�lT(Ax0+b) = �lTb.�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥ lT(Ax + b) = 0: (5)� ª¨¬ ®¡° §®¬ ±¥°¥¤¨  «¾¡®© µ®°¤», ¯ ° ««¥«¼®© l, ¯°¨ ¤«¥¦¨² £¨¯¥°-¯«®±ª®±²¨ (5), ª®²®° ¿  §»¢ ¥²±¿ ¤¨ ¬¥²° «¼®© £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾,±®¯°¿¦¥®© ¢¥ª²®°³ l.� ¬¥· ¨¥. �¾¡®© ¶¥²° ª¢ ¤°¨ª¨ ¯°¨ ¤«¥¦¨² «¾¡®¬³ ¥¥ ¤¨ ¬¥²°³.�°¨¬¥° 1. � ©²¨ ³° ¢¥¨¥ ¤¨ ¬¥²°  «¨¨¨ 5x2 � 3xy + y2 � 3x + 2y �5 = 0, ¯°®µ®¤¿¹¥£® ·¥°¥§ ±¥°¥¤¨³ µ®°¤», ®²±¥ª ¥¬®© ½²®© «¨¨¥©   ¯°¿¬®©x� 2y � 1 = 0. �²¢¥²:17x � 4y � 4 = 0.�®¢¼ ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ (3). �±«¨ F(x0) = 0 ¨ lT(Ax0 + b) = 0,²® ³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² ª®°¥¼ t = 0 ª° ²®±²¨ 2 ¨ ¯°¿¬ ¿ (2) ¿¢«¿¥²±¿ ª ± -²¥«¼®© ª ª¢ ¤°¨ª¥. �±«¨ Ax0 + b 6= 0, ²® ¢±¥ ª ± ²¥«¼»¥ ¯°¿¬»¥ ¯°¨- ¤«¥¦ ² £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨ (Ax0 + b)(x � x0) = 0,  §»¢ ¥¬®© ª ± ²¥«¼®©£¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾. (�±«¨ Ax0 + b = 0 , ²® ³° ¢¥¨¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¯®±«¥ ¯¥-°¥®±  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ xTAx = 0, ².¥. ½²® «¨¡® ª®³±, «¨¡®¯ °  ¯«®±ª®±²¥©. )�°¨¬¥° 2. � ©²¨ ³° ¢¥¨¿ ª ± ²¥«¼»µ ª «¨¨¨ x2 + xy + y2 + 2x +3y � 3 = 0, ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬®© x + y = 0. �²¢¥²: x + y = 1; x + y = �13=3:�±«¨ ¢ ³° ¢¥¨¨ (3) ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ° ¢» ³«¾, ²® ¯°¿¬ ¿ (2) ° ±¯®«®-¦¥    ¯®¢¥°µ®±²¨ (1) ¨  §»¢ ¥²±¿ ¥¥ ¯°¿¬®«¨¥©®© ®¡° §³¾¹¥©.�·¥¢¨¤»¬¨ ¯°¨¬¥° ¬¨ ¯®¢¥°µ®±²¥©, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬®«¨¥©»¬¨ ®¡° §³-¾¹¨¬¨, ¿¢«¿¾²±¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨ ª®³±.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ ¥±²¼ ² ª¦¥ ³ ®¤®¯®«®±²®£®£¨¯¥°¡®«®¨¤  ¨ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®£® ¯ ° ¡®«®¨¤ .� ±±¬®²°¨¬ £¨¯¥°¡®«®¨¤, § ¤ »© ³° ¢¥¨¥¬ x2+y2�z2 = 1. �®§¼¬¥¬  ¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ (x0; y0; z0). �®£¤ , ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿  ¯° ¢«¿¾¹¥£®



8 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¢¥ª²®°  l = (l1; l2; l3)  ¤® °¥¸¨²¼ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©8<: l21 + l22 � l23 = 0x0l1 + y0l2 � z0l3 = 0 : (6)�¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥ § ¤ ¥² ª®³±, ¢²®°®¥ - ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ ¢¥°¸¨-³ ª®³± . � ª ª ª ¯«®±ª®±²¼ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ²®·ª³M = (z0x0; z0y0; z20+1), ° ±-¯®«®¦¥³¾ ¢³²°¨ ª®³± (m21+m22�m23 < 0), ²® ±¨±²¥¬  (6) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¤¢ ° §«¨·»µ  ¯° ¢«¥¨¿. �² ª, ·¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ ®¤®¯®«®±²®£®£¨¯¥°¡®«®¨¤  ¯°®µ®¤¨² °®¢® ¤¢¥ ¯°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥.� ±±¬®²°¨¬ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ x2�y2 = 2z. �¨±²¥¬  ¤«¿ ®¯°¥¤¥-«¥¨¿ ¯°¿¬®«¨¥©®© ®¡° §³¾¹¥©, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ²®·ª³ (x0; y0; z0) ¨¬¥¥²¢¨¤ 8<: l21 � l22 = 0x0l1 + y0l2 � l3 = 0 : �¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°» (1;�1; x0 � y0);(1; 1; x0 + y0): �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®£®¯ ° ¡®«®¨¤  ¯°®µ®¤¨² °®¢® ¤¢¥ ¯°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥.�°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ £¨¯¥°¡®«®¨¤  ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¤°³£¨¬ ±¯®±®-¡®¬. �°¥®¡° §³¥¬ ³° ¢¥¨¥x2 + y2 � z2 = 1! x2 � z2 = 1� y2 ! (x� z)(x + z) = (1 � y)(1 + y):�§ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ¢¨¤®, ·²® £¨¯¥°¡®«®¨¤³ ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¯°¿¬»¥¤¢³µ ±¥¬¥©±²¢:8<: �(x� z) = �(1 � y)�(x + z) = �(1 + y) ¨ 8<: �(x + z) = �(1 � y)�(x� z) = �(1 + y) , £¤¥ �2 + �2 6= 0:� «®£¨·® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®£® ¯ ° ¡®«®¨¤ : 8<: z = �(x + y)� = x� y ¨ 8<: z = �(x� y)� = x + y :II. �°³¯¯» .�³±²¼ G - ¥¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢®. �®¢®°¿², ·²®   G ®¯°¥¤¥«¥  ¡¨ ° ¿®¯¥° ¶¨¿ 0�0, ¥±«¨ ª ¦¤®© ¯ °¥ g1; g2 2 G ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²°¥²¨© ½«¥¬¥² g3 =g1 � g2 ²®£® ¦¥ ¬®¦¥±²¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢® G ± ¡¨ °®© ®¯¥° ¶¨¥© 0�0  §»¢ -¥²±¿ £°³¯¯®©, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥  ª±¨®¬»:1. ®¯¥° ¶¨¿  ±±®¶¨ ²¨¢ ;2. 9e 2 G = 8g 2 G g � e = e � g = g;3. 8g 2 G 9g0 = g � g0 = e:�°¨¬¥° 3. �¨ª«¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  fe; a; a2; :::; an�1g:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¤±² ®¢ª®© n-© ±²¥¯¥¨  §»¢ ¥²±¿ ¢§ ¨¬®- ®¤®§ ·-®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ n - ½«¥¬¥²®£® ¬®¦¥±²¢    ±¥¡¿.�«¿ ¬®¦¥±²¢  M = fm1;m2; :::;mng «¾¡³¾ ¯®¤±² ®¢ª³ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢¢¨¤¥ 0@ m1mi1 : : :: : : mnmin 1A :



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .B ±²°®ª µ ¯®¤±² ®¢ª¨ ¨®£¤  ³¤®¡¥¥ § ¯¨±»¢ ²¼ ¥ ½«¥¬¥²» ¬®¦¥±²¢ ,  ¨µ ®¬¥° . � ª ¤«¿ ¬®¦¥±²¢  M = fa; b; cg ¯®¤±² ®¢ª¨0@ ab bc ca 1A ; 0@ 12 23 31 1A¨¤¥²¨·».�¥§³«¼² ² ¤¥©±²¢¨¿ ¤¢³µ ¯®¤±² ®¢®ª �1; �2 ¥±²¼ ²°¥²¼¿ ¯®¤±² ®¢ª  �,ª®²®° ¿  §»¢ ¥²±¿ ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬.�®¦¤¥±²¢¥ ¿ ¨ ®¡° ² ¿ ¯®¤±² ®¢ª¨.�±±®¶¨ ²¨¢®±²¼ ³¬®¦¥¨¿ «¥£ª® ¯®ª § ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¨ £° ¬¬»i1 �1! i2 �2! i3 �3! i4[(�1�2)�3](i1) = �3(i3) = i4, [�1(�2�3)](i1) = (�2�3)(i2) = i4:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®¤±² ®¢®ª n - © ±²¥¯¥¨ ¿¢«¿¥²±¿ £°³¯¯®©®²®±¨²¥«¼® ³¬®¦¥¨¿.�° ´¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯®¤±² ®¢®ª. � §«®¦¥¨¥ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥§ -¢¨±¨¬»µ ¶¨ª«®¢, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ²° ±¯®§¨¶¨©:(i1::ik) = (i1 i2)::(i1 ik).�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥¯³±²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢ £°³¯¯» G ¿¢«¿¾¹¥¥±¿£°³¯¯®© ®²®±¨²¥«¼® ²®© ¦¥ ®¯¥° ¶¨¨,  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯®©.�¢®©±²¢  ² ¡«¨¶» ³¬®¦¥¨¿ £°³¯¯».1. � ¦¤ ¿ ±²°®ª  ¨ ±²®«¡¥¶ ±®¤¥°¦ ² ª ¦¤»© ±¨¬¢®« ²®·® ®¤¨ ° §.2. �³¹¥±²¢³¾² ±²°®ª  ¨ ±²®«¡¥¶, ¯®¬¥·¥»¥ ±¨¬¢®«®¬ e ¨ ²®¦¤¥±²¢¥»¥¯¥°¢®© ±²°®ª¥ ¨ ¯¥°¢®¬³ ±²®«¡¶³ ±®®²¢¥²±²¢¥®.3. �¨¬¢®«» e, ° ±¯®«®¦¥»¥ ¢»¸¥ ¨ ¨¦¥ £« ¢®© ¤¨ £® «¨, ±¨¬¬¥²°¨·-».4.  ±±®¶¨ ²¨¢®±²¼ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® «¾¡»¥ ¤¢  ½«¥¬¥²  r; s £°³¯-¯», ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ u = rs ¨ e ®¡° §³¾² ¢ ² ¡«¨¶¥ ³¬®¦¥¨¿ ±«¥¤³¾¹³¾ª®´¨£³° ¶¨¾ xz usy xre�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±«¨ e ®¤  ¨§ ¢¥°¸¨ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª , er - ¢¥°²¨ª «¼®¥,  es - £®°¨§®² «¼®¥ °¥¡°® ²®£® ¦¥ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª , ²® rs - ¥£® ¯®±«¥¤¿¿¢¥°¸¨ .�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§  ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨ ¨ ° ¢¥±²¢ r = zx�1; s = xy ¯®«³· ¥¬rs = (zx�1)(xy) = zy = u:�±«¨ ² ¡«¨¶  ®¡« ¤ ¥² ³ª § »¬ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢®¬, ²® ¤«¿ «¾¡»µ ½«¥¬¥-²®¢ a; b; c £°³¯¯» ² ¡«¨¶  ±®¤¥°¦¨² ±«¥¤³¾¹¨© ´° £¬¥²



10 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e e bc ba a v abb�1b�1 c ee bc b�«¥¬¥² v, ±²®¿¹¨©   ¯¥°¥±¥·¥¨¨ ±²®«¡¶  bc ¨ ±²°®ª¨ a, ±®£« ±® ¯° ¢¨«³±®±² ¢«¥¨¿ ² ¡«¨¶» ° ¢¥ a(bc),   ¯® ±¢®©±²¢³ ² ¡«¨¶» - ° ¢¥ (ab)c.�®¬®¬®°´¨§¬» £°³¯¯.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ G = fM; �g ¨ G0 = fM0; �g - £°³¯¯». �²®¡° ¦¥¨¥' ¬®¦¥±²¢  M ¢ ¬®¦¥±²¢® M0  §»¢ ¥²±¿ £®¬®¬®°´¨§¬®¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µg; h 2 M ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® '(g �h) = '(g) �'(h)( ±®µ° ¿¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿).�¯°¥¤¥«¥¨¥. �§®¬®°´¨§¬®¬  §»¢ ¥²±¿ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥, ±®µ° ¿¾¹¥¥ ®¯¥° ¶¨¾.�°¨¬¥° 4. �®¥· ¿ ¶¨ª«¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  ¯®°¿¤ª  n ¨§®¬®°´  £°³¯¯¥ª®°¥© ±²¥¯¥¨ n ¨§ 1.�°¨¬¥° 5. �¥±ª®¥· ¿ ¶¨ª«¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  ¨§®¬®°´  £°³¯¯¥ ¶¥«»µ·¨±¥« ®²®±¨²¥«¼® ±«®¦¥¨¿.�°¨¬¥° 6. fR+; �g ln! fR;+g.�°¨¬¥° 7. �°³¯¯» fQ+; �g¨fQ;+g ¥ ¨§®¬®°´».�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �®¬®¬®°´»© ®¡° § £°³¯¯» ¥±²¼ £°³¯¯ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ G £°³¯¯ , e ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥², H = '(G) £®-¬®¬®°´»© ®¡° § G ,� ®¯¥° ¶¨¿ ¢ H. �°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«¥¨¥  ª±¨®¬ £°³¯¯»¤«¿ H.1. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¥¤¨¨·®£® ½«¥¬¥² . � ª ª ª ¤«¿ 8h 2 H 9g 2 G² ª®©, ·²® h = '(g),²® h � '(e) = '(g) � '(e) = '(g � e) = '(g) = h:2. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¡° ²®£® ½«¥¬¥² . h � '(g�1) = '(g) � '(g�1) = '(g �g�1) = '(e):3. �±±®¶¨ ²¨¢®±²¼.h1�(h2�h3) = '(g1)�('(g2)�'(g3)) = '(g1)�'(g2�g3) ='(g1 � (g2 � g3)) = '((g1 � g2) � g3)) = :::�¥®°¥¬  �½«¨. �¾¡ ¿ £°³¯¯  ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª  n ¨§®¬®°´  ¥ª®²®-°®© ¯®¤£°³¯¯¥ £°³¯¯» Sn.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ G = fg1; :::; gng ¥ª®²®° ¿ £°³¯¯ . � ±±¬®²°¨¬®²®¡° ¦¥¨¥ '(gi) = 0@ g1g1gi :::::: gngngi 1A :�±®, ·²® ' ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �°®¬¥ ²®£®,'(gigj) = 0@ g1g1(gigj) :::::: gngn(gigj) 1A = 0@ g1(g1gi)gj :::::: gn(gngi)gj 1A == 0@ g1g1gi :::::: gngngi 1A0@ g1gi(g1gi)gj :::::: gngi(gngi)gj 1A = '(gi)'(gj):



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 11. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ®¡° § ®²®¡° ¦¥¨¿ ¥±²¼ £°³¯¯ .�¬¥¦»¥ ª« ±±». �±«¨ M;N ¤¢  ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¥ª®²®°®© £°³¯¯» G,²® M � N def= fm � njm 2 M; n 2 Ng. �±«¨,  ¯°¨¬¥°, M ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£®½«¥¬¥² , ²®£¤  ¨±¯®«¼§³¥²±¿ § ¯¨±¼ m �N.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥¢»¬¨(¯° ¢»¬¨) ±¬¥¦»¬¨ ª« ±± ¬¨ £°³¯¯» G ¯® ¯®¤-£°³¯¯¥ H  §»¢ ¾²±¿ ¬®¦¥±²¢  ¢¨¤  g �H(H � g), £¤¥ g 2 G.� ¦¤»© ½«¥¬¥² ª« ±±  ±·¨² ¥²±¿ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥¬ ½²®£® ª« ±± .�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. a�H = b�H$ a�1 �b 2 H;H�a = H�b$ a�b�1 2 H:�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �¾¡»¥ ¤¢  «¥¢»µ ª« ±±  «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾², «¨¡® ¥ ¨¬¥-¾² ®¡¹¨µ ½«¥¬¥²®¢.�®ª § ²¥«¼±²¢®. x 2 a � H \ b � H ! a � h1 = b � h2 ! a�1 � b 2 H !a � H = b �H:�°¨¬¥° 1. G = fe; a; a2; a3; a4; a5g;H = fe; a3g.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¹®±²¼ ¬®¦¥±²¢  ±¬¥¦»µ ª« ±±®¢  §»¢ ¥²±¿ ¨-¤¥ª±®¬ ¯®¤£°³¯¯» H ¢ £°³¯¯¥ G ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ jG : Hj.�¥®°¥¬  � £° ¦ . �±«¨ H ¯®¤£°³¯¯  ª®¥·®© £°³¯¯» G, ²® jGj =jHjjG : Hj.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®°¿¤ª®¬ ½«¥¬¥²  £°³¯¯»  §»¢ ¥²±¿ ¯®°¿¤®ª ¯®°®¦-¤¥®© ½²¨¬ ½«¥¬¥²®¬ ¶¨ª«¨·¥±ª®© ¯®¤£°³¯¯».�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®°¿¤®ª ½«¥¬¥²  a ½²®  ¨¬¥¼¸¥¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«® n² ª®¥, ·²® an = e.C«¥¤±²¢¨¥ 3.1. �®°¿¤®ª ½«¥¬¥²  ª®¥·®© £°³¯¯» ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬¯®°¿¤ª  £°³¯¯».�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¨§ ²¥®°¥¬» � £° ¦  ¥ ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ¯°®¨§-¢®«¼®© £°³¯¯¥ ¯®°¿¤ª  n ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤£°³¯¯  ¯®°¿¤ª  l, ¥±«¨ l ¤¥«¨² n. �ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ £°³¯¯³ ·¥²»µ ¯®¤±² ®¢®ª 4-© ±²¥¯¥¨A4, ¢ ª®²®°®© ¥² ¯®¤£°³¯¯» 6-£® ¯®°¿¤ª .(�®¤±² ®¢ª   §»¢ ¥²±¿ ·¥²®©,¥±«¨ ®  ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ·¥²®£® ·¨±«  ²° ±¯®§¨¶¨©.)� ¶¨ª«¨·¥±ª®© £°³¯¯¥ fe; a; a2; :::; an�1g ¯®°¿¤ª  n ¤«¿ ª ¦¤®£® ¤¥«¨²¥«¿ d·¨±«  n ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤£°³¯¯  ¯®°¿¤ª  d: fe; and ; :::; a (d�1)nd g:�¯° ¦¥¨¥. �®ª § ²¼, ·²®, ª°®¬¥ ¯¥°¥·¨±«¥»µ ¢»¸¥, ¤°³£¨µ ¯®¤-£°³¯¯ ¶¨ª«¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  ¥ ¨¬¥¥².�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. �®¤¬®¦¥±²¢® H £°³¯¯» G ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯®©, ¥±«¨¢»¯®«¿¥²±¿ «¾¡®¥ ¨§ ³±«®¢¨©:1. 8a; b 2 H ab�1 2 H;2. H- ª®¥·® ¨ 8a; b 2 H ab 2 H.�¥®°¥¬  �¨«®¢ . �³±²¼ G = fg1; :::; gng - £°³¯¯  ¯®°¿¤ª  n, p - ¯°®±²®¥·¨±«®. �«¿ «¾¡®£® ps, ¤¥«¿¹¥£® n ¢ G ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤£°³¯¯  ¯®°¿¤ª  ps.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ jGj = prl;HOD(p; l) = 1. �³±²¼ A = fM1; :::;Mqg



12 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .- ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¹®±²¨ ps. � ª ª ª q = Cprlps = pr�sl ps�1Yj=1 prl� jj ,²® q ¥ ¤¥«¨²±¿   pr�s+1.� §®¢¥¬ ®°¡¨²®© ½«¥¬¥²  M ¨§ A ¬®¦¥±²¢® MG = fMgjg 2 Gg: �°¡¨² «¾¡®£® ½«¥¬¥²  Mg0 ¨§ MG ±®¢¯ ¤ ¥² ± MG, ¯®½²®¬³ ®°¡¨²» ¤¢³µ ½«¥¬¥-²®¢ ¨§ A «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² «¨¡® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿, ² ª, ·²® A ° §¡¨¢ ¥²±¿  ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ®°¡¨²». � ª ª ª q ¥ ¤¥«¨²±¿   ps, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ®°¡¨² fM1; :::;Mmg, ¬®¹®±²¼ m ª®²®°®© ¥ ¤¥«¨²±¿   pr�s+1.�¡®§ ·¨¬ Gi = fg 2 GjM1g = Migg; i = 1; 2; :::;m:�®ª ¦¥¬, ·²® G1 -¯®¤£°³¯¯ ,   Gi ¯° ¢»¥ ±¬¥¦»¥ ª« ±±» G=G1.8g1; g2 2 G1 ¨¬¥¥¬ M1(g1g2) = (M1g1)g2 = M1g2 = M1, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, G1 -¯®¤£°³¯¯ .8g1; g2 2 Gi; M1g1 = M1g2 ! M1g1g�12 = M1 ! g1g�12 2 G1.� ª ª ª mjG1j = prl, ²® jG1j ¤¥«¨²±¿   ps, ¯®½²®¬³ jG1j � ps. � ¤°³£®©±²®°®», ¥±«¨ x 2M1, ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ G1 ¨¬¥¥¬ xG1 � M1, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,jG1j � jM1j = ps.�®¬®¬®°´¨§¬» ¨ ®°¬ «¼»¥ ¯®¤£°³¯¯».�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¤£°³¯¯  H £°³¯¯» G  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼®©, ¥±«¨8g 2 G; gH = Hg: (1)�°¨¬¥° 1. �®¤£°³¯¯  f(1); (1; 2)g ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®°¬ «¼®© ¢ S3.�®ª ¦¥¬, ·²® ³±«®¢¨¥ (1) ¬®¦® § ¬¥¨²¼   ³±«®¢¨¥8g 2 G; gHg�1 � H: (2)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ (2) ±«¥¤³¥², ·²® 8g 2 G H � g�1Hg � H. C«¥¤®¢ ²¥«¼®,g�1Hg = H ¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, Hg = gH.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 5. �®¦¥±²¢® ±¬¥¦»µ ª« ±±®¢ £°³¯¯» G ¯® ®°¬ «¼-®© ¯®¤£°³¯¯¥ H ®¡° §³¥² £°³¯¯³ ®²®±¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨¨, ¤¥©±²¢³¹¥© ¢ G.�   §»¢ ¥²±¿ ´ ª²®°-£°³¯¯®© ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ G=H.�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. � ¬ª³²®±²¼: aH � bH = a(Hb)H = a(bH)H = abH.2. �¤¨¨·»© ½«¥¬¥² - H.3. �¡° ²»© ½«¥¬¥²: (aH)�1 = a�1H.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¤°®¬ £®¬®¬®°´¨§¬  G '! �G  §»¢ ¥²±¿ ker' = fg 2Gj'(g) = �eg.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 6. �±«¨ H - ®°¬ «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ G, ²® ®²®¡° ¦¥¨¥'(g) = gH ¥±²¼ £®¬®¬®°´¨§¬ G   G=H, ¯°¨·¥¬ H = ker'.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª '(g1g2) = g1g2H = g1H � g2H = '(g1)'(g2), ²®' - £®¬®¬®°´¨§¬. � «¥¥, ¤«¿ ¢±¿ª®£® g 2 H ¨¬¥¥¬ '(g) = gH = H.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7. �±«¨ ' £®¬®¬®°´¨§¬ G! �G, ²®:1. ker' - ®°¬ «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯ ;



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 13. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2. G= ker' ¨§®¬®°´  �G.�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. 8g 2 G '(g�1 ker' g) = '(g�1)'(ker')'(g) ='(g�1)'(g) = e:2. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ F(g ker') = '(g).a)F(g ker' � r ker') = F(gr ker') = '(gr) ¨ F(g ker')F(r ker') = '(g)'(r) ='(gr) ,²® ¥±²¼ ®¯¥° ¶¨¿ ±®µ° ¿¥²±¿.b) '(g) = '(r) $ �e = ['(g)]�1'(r) = '(g�1)'(r) = '(g�1r) $ g�1r 2 ker' $g ¨ r ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®¬³ ª« ±±³, ²® ¥±²¼ g ker' = r ker':� ¤ · . � ©²¨ ¢±¥ £®¬®¬®°´¨§¬» £°³¯¯» G = fe; a; a2; :::; an�1g ¢ £°³¯¯³�G = f�e; �a; �a2; :::; �am�1g.�¥¸¥¨¥. �³±²¼ ' ®¤¨ ¨§ £®¬®¬®°´¨§¬®¢.1. � ª ª ª '(G) - £°³¯¯ , ²® j'(G)j ¤¥«¨² j�Gj = m:2. � ª ª ª G= ker' ¨§®¬®°´  '(G) , ²® j'(G)j ¤¥«¨² n:3. '(G) ¯®°®¦¤¥  '(a), ¯®½²®¬³ £®¬®¬®°´¨§¬ ' ¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿§ ·¥¨¥¬ '(a).�³±²¼ d = HOD(m; n), ²®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² d £®¬®¬®°´¨§¬®¢: 'i(a) = �amid ; i =0; ::; d � 1: III. �®«¼¶  ¨ ¯®«¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¦¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ª®«¼¶®¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¯ °»¥£® ½«¥¬¥²®¢ ®¯°¥¤¥«¥» ±³¬¬  ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥,¯°¨·¥¬ ®® ¿¢«¿¥²±¿  ¡¥«¥-¢®© £°³¯¯®© ®²®±¨²¥«¼® ±«®¦¥¨¿ ¨ ¯®«³£°³¯¯®© ®²®±¨²¥«¼® ³¬®¦¥¨¿.�°®¬¥ ²®£®, ®¯¥° ¶¨¨ ±¢¿§ » § ª®®¬ ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨.�°¨¬¥° 1. �®«¼¶® ¶¥«»µ ·¨±¥«, ª®«¼¶® ¢»·¥²®¢ ¯® ¬®¤³«¾ n.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥³«¥¢»¥ ½«¥¬¥²» a; b ª®«¼¶   §»¢ ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥-® «¥¢»¬ ¨ ¯° ¢»¬ ¤¥«¨²¥«¿¬¨ ³«¿, ¥±«¨ a � b = 0.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®«¼¶®  §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥¬, ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® ¥£® ¥³«¥¢»µ½«¥¬¥²®¢ ®¡° §³¥²  ¡¥«¥¢³ £°³¯¯³ ®²®±¨²¥«¼® ³¬®¦¥¨¿.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �®«¥ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ «¾¡®¬ ·¨±«®-¢®¬ ¯®«¥.� ¬¥· ¨¥. �¨±«®¢»µ ¯®«¥© ¡¥±ª®¥·® ¬®£®:1. fa + bpn2 + 1j a; b 2 Qg:2. Pn = fa0 + a1 np2 + ::: + an�1 np2n�1j a0; ::; an�1 2 Qg;P2 � P4 � P8::::�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �®¥·®¥ ª®«¼¶® ¡¥§ ¤¥«¨²¥«¥© ³«¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¥¬.�°¨¬¥° 1. �®«¼¶® ¢»·¥²®¢ ¯® ¯°®±²®¬³ ¬®¤³«¾.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®¤¬®¦¥±²¢®M ª®«¼¶  K ¡»«® ª®«¼-¶®¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·® ·²®¡»1. 8a; b 2 M a � b 2M;2. 8a; b 2 M ab 2 M:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢® I ª®«¼¶  K  §»¢ ¥²±¿ ¨¤¥ «®¬, ¥±«¨



14 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1. 8a; b 2 I a� b 2 I;2. 8a 2 I;8b 2 K ab 2 I:�°¨¬¥°». 1. 2Z - ¨¤¥ « ¢ ª®«¼¶¥ Z:2. �¤¥ « (a), ¯®°®¦¤¥»© ½«¥¬¥²®¬ a ¥ª®²®°®£® ª®«¼¶  K, ¨ ±®c²®¿¹¨©¨§ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤  ar + na; r 2 K; n 2 Z.�¾¡®© ¨¤¥ « I ¥ª®²®°®£® ª®«¼¶  K, ¿¢«¿¿±¼ ¯®¤£°³¯¯®©  ¤¤¨²¨¢®©  ¡¥-«¥¢®© £°³¯¯», ®¯°¥¤¥«¿¥² ° §¡¨¥¨¥   ±¬¥¦»¥ ª« ±±» M = fI; a + I; b +I; c + I; ::::g. �®¦¥±²¢® M ¿¢«¿¥²±¿  ¤¤¨²¨¢®©  ¡¥«¥¢®© £°³¯¯®© ¯® ±«®¦¥-¨¾. �¤ ª®, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ª« ±±®¢ ¬®¦¥² ¥ ¡»²¼ ±¬¥¦»¬ ª« ±±®¬, ¯°¨¬¥°, Z ° §¡¨¢ ¥²±¿   ¤¢  ª« ±±  2Z ¨ 2Z + 1, ¯°¨·¥¬ 2Z � 2Z 6= 2Z¨ 2Z � 2Z 6= 2Z + 1. �±«¨ ¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯° ¢¨«® ³¬®¦¥¨¿ ª« ±±®¢ ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: (a + I)(b + I) def= ab + I, ²® M ±² ¥² ª®«¼¶®¬, ª®²®°®¥ §»¢ ¥²±¿ ´ ª²®°-ª®«¼¶®¬. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¢¢¥¤¥®¥ ¯° ¢¨«® ³¬-®¦¥¨¿ ª®°°¥ª²®, ² ª ª ª ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ª« ±±®¢:(a + i)(b + j) = ab + (aj + bi + ij) 2 ab + I:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �²®¡° ¦¥¨¥ K '! �K ª®«¼¶  ¢ ª®«¼¶®  §»¢ ¥²±¿ £®¬®-¬®°´¨§¬®¬, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. 8a; b 2 K '(a + b) = '(a) � '(b);2. 8a; b 2 K '(a � b) = '(a) � '(b):�®¬®¬®°´¨§¬ ª®«¥¶.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¤°®¬ £®¬®¬®°´¨§¬   §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ker' = fa 2Kj'(a) = �0g:�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. �¤°® £®¬®¬®°´¨§¬  - ¨¤¥ «.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 5. �±«¨ ' £®¬®¬®°´¨§¬ K ¢ �K, ²® K= ker' ' �K.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 6. �±«¨ I ¨¤¥ « ª®«¼¶  K, ²® ´ ª²®°-ª®«¼¶® K=I ¿¢«¿¥²±¿£®¬®¬®°´»¬ ®¡° §®¬ ª®«¼¶  K.IV. �®«¨®¬» ®² ¥±ª®«¼ª¨µ ¥¨§¢¥±²»µ.�¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª¨© ¯®°¿¤®ª. �¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯®«¨®¬. �®®£¥»© ¯®«¨-®¬. �¤®°®¤»© ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯®«¨®¬.�¥®°¥¬  ® ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯®«¨®¬ µ.�¤®§ ·®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿.�®°¬³«» �¨¥² .�®«¥ ° §«®¦¥¨¿ ¬®£®·«¥ .�³±²¼ f(x) ¥ª®²®°»© ¬®£®·«¥ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¨§ ¥ª®²®°®£® ¯®«¿ P.�®«¥ �P, ¢ ª®²®°®¬ f(x) ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®·«¥®¢ ¯¥°¢®©±²¥¯¥¨,  §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥¬ ° §«®¦¥¨¿ ¤«¿ f(x). �·¥¢¨¤®, ·²® P � �P.� «¥¥ ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ¯®«¥ ° §«®¦¥¨¿ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¤«¿ «¾¡®£® ¬®-£®·«¥ .



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 15. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� ±±¬®²°¨¬ ¥¯°¨¢®¤¨¬»©  ¤ ¯®«¥¬ P ¬®£®·«¥ f(x). � · «¥ ¯®±²°®¨¬¯®«¥ P0 , ¢ ª®²®°®¬ f(x) ¡³¤¥² ®¡« ¤ ²¼ ª®°¥¬. �«¥¬¥² ¬¨ ½²®£® ¯®«¿ ¿¢-«¿¾²±¿ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨¤  a0�n�1 + :::+ an�1, £¤¥ a0; :::; an�1 2 P.� · ±²®±²¨, ª ¦¤»© ½«¥¬¥² ¨§ P ¯°¨ ¤«¥¦¨² P0, ¯®½²®¬³ P0  §»¢ ¥²-±¿ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ¯®«¿ P. �ª« ¤»¢ ¾²±¿ ½«¥¬¥²» A;B 2 P0 ² ª ¦¥ ª ª¬®£®·«¥». �±«¨ A = a0�n�1 + ::: + an�1; B = b0�n�1 + ::: + bn�1, ²®A + B = (a0 + b0)�n�1 + ::: + (an�1 + bn�1). �«¿  µ®¦¤¥¨¿ AB  µ®¤¨¬®±² ²®ª g(x) ®² ¤¥«¥¨¿ ¬®£®·«¥  (a0xn�1 + ::: + an�1)(b0xn�1 + ::: + bn�1)  f(x) ¨ ¯®« £ ¥¬ AB def= g(�): �® ²®© ¦¥ ±µ¥¬¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ³¯°®¹¥¨¥ ¢»-° ¦¥¨© ¢¨¤  �0�k+ :::+�k; ¯°¨ k � n : ¥±«¨ �0xk+ :::+�k � v(x)(mod f(x)) ,²® �0�k+ :::+�k def= v(�): �±² «®±¼ § ¬¥²¨²¼, ·²® f(�) = 0. � ¯®«¥ P0; f(x) ° ±-ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ¤¢³µ ¬®£®·«¥®¢ ¥³«¥¢®©±²¥¯¥¨. �±«¨ ¢±¥ ±®¬®¦¨²¥«¨ ¨¬¥¾² ±²¥¯¥¼ 1, ²® § ¤ ·  °¥¸¥ . � ·¥±«¥¤³¥² ±²°®¨²¼ ° ±¸¨°¥¨¥ ¯®«¿ P0 ¨ ².¤..�±®¢ ¿ ²¥®°¥¬   «£¥¡°». �±¿ª¨© ¬®£®·«¥ ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ª®-½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ª®¬¯«¥ª±»© ª®°¥¼.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «¥ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ¤«¿ ¬®£®·«¥®¢ ± ¤¥©±²-¢¨²¥«¼»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨.� ±±¬®²°¨¬ ¬®£®·«¥ f(x) ±²¥¯¥¨ n. �°¥¤±² ¢¨¬ n ¢ ¢¨¤¥ n = 2km, £¤¥m ¥·¥²®. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® k. �°¨ k = 0 ±²¥¯¥¼¬®£®·«¥  ¥·¥² , ¯®½²®¬³ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®¥ ¤¥©±²¢¨-²¥«¼®¥ ·¨±«® � ² ª, ·²®¡» ·¨±«  f(�); f(��) ¨¬¥«¨ ° §»¥ § ª¨. �§ ¥-¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ f(x) ±«¥¤³¥², ·²®   ¨²¥°¢ «¥ (��; �)  ©¤¥²±¿ ª®°¥¼³° ¢¥¨¿ f(x) = 0: �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ²¥®°¥¬  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¤«¿ ¢±¥µ ¬®-£®·«¥®¢, ±²¥¯¥¼ ª®²®°»µ ¨¬¥¥² ¢¨¤ 2d�1m(m - ¥·¥²®). �³±²¼ P - ¯®«¥° §«®¦¥¨¿ ¤«¿ f(x) ±²¥¯¥¨ 2dm ¨ �1; �2; ::: - ª®°¨ f(x). �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼-®¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ·¨±«® c ¨ ° ±±¬®²°¨¬  ¡®° ¢±¥¢®§¬®¦»µ ½«¥¬¥²®¢ ¢¨¤ �cij = �i�j + c(�i + �j) (i < j). �®±²°®¨¬ ¬®£®·«¥ g(x) = Yij (x � �cij). �®½´-´¨¶¨¥²» ¥£® ¤¥©±²¢¨²¥«¼», ±²¥¯¥¼ ° ¢  0@2dm2 1A = 2d�1q, £¤¥ q -¥·¥²®¥·¨±«®. �® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨ g(x) ¨¬¥¥² ª®¬¯«¥ª±»© ª®°¥¼. � ª¨¬®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®£® ¤¥©±²¢¨²¥«¼®£® ·¨±«  c ±³¹¥±²¢³¥² ¯ °  i; j ² ª ¿, ·²®�cij - ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«®. � ª ª ª ·¨±«® ¯ ° ®£° ¨·¥®, ²®  ©¤³²±¿ ¤¥©±²¢¨-²¥«¼»¥ ·¨±«  c1; c2 ² ª¨¥, ·²® �c1ij ; �c2ij - ª®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±« .� ª ª ª �i�j; �i+�j ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ª° ¬¥°®¢±ª®© ±¨±²¥¬¥ «¨¥©»µ ³° ¢-¥¨© 8<: u + c1v = �c1iju+ c2v = �c2ij ;²® ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ·¨±« ¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, �i; �j ¥±²¼ ª®°¨ ª¢ ¤-



16 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .° ²®£® ³° ¢¥¨¿ t2� (�i+�j)t+�i�j = 0 c ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨,§ ·¨², ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ·¨±« ¬¨.�³±²¼ ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ª®¬¯«¥ª±»¥ ª®½´´¨¶¨¥²». �°¥¤±² ¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨-¤¥ f(x) = u(x)+ iv(x) , £¤¥ u(x); v(x) - ¬®£®·«¥» ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬¨ ª®½´´¨-¶¨¥² ¬¨. �®£®·«¥ r(x) = u2(x) + v2(x) ¨¬¥¥² ª®¬¯«¥ª±»© ª®°¥¼ �. � ªª ª r(x) = (u(x)+ iv(x))(u(x)� iv(x)) ,²® «¨¡® u(�)+ iv(�) = 0 � f(�) = 0, «¨¡®u(�)� iv(�) = 0. � ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥¬ u(�)� iv(�) = 0! u(��)+ iv(��) =0, ²® ¥±²¼ �� ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬ f(x).V. �°¨¢¥¤¥¨¥ � ¬ ²°¨¶.�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¬ ²°¨¶   §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼®© ¤¨ £® «¼®©, ¥±«¨ ¥¥½«¥¬¥²», ° ±¯®«®¦¥»¥ ¢¥ £« ¢®© ¤¨ £® «¨ ° ¢» 0,   ª ¦¤»© ¨§ ¤¨ -£® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢, ª°®¬¥ ¯¥°¢®£®, «¨¡® ° ¢¥ ³«¾, «¨¡® ¤¥«¨²±¿   ¯°¥-¤»¤³¹¨©.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �«¿ ¢±¿ª®© � ¬ ²°¨¶» A = (aij) ±³¹¥±²¢³¥² ½ª¢¨¢ -«¥² ¿ ¥© ®°¬ «¼ ¿ ¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥¨¬ ª ¬ ²°¨¶¥ ±«¥¤³¹³¾ ¯°®¶¥¤³°³.0. �±«¨ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» ° ¢» ³«¾, ²® ¯°®¶¥¤³°  § ¢¥°¸ ¥²±¿.1. � ©²¨ ¥³«e¢®© ½«¥¬¥²  ¨¬¥¼¸¥© ±²¥¯¥¨ ¨ ¯¥°¥±² ®¢ª®© ±²°®ª ¨±²®«¡¶®¢ ¯®¬¥±²¨²¼ ¥£® ¢ «¥¢»© ¢¥°µ¨© ³£®«.2. for i:=2 to n do (i) := (i)� " ai1a11# (1); for j:=2 to m do [j] := [j] � " a1ja11# [1].3. �±«¨ ai1 = 0 & a1j = 0 8 i; j > 1, ²® ¯¥°¥©²¨   4 ¨ ·¥ ¯¥°¥©²¨   1.4. �±«¨ 9 aij ,ª®²®°»© ¥ ¤¥«¨²±¿   a11, ²® (1) := (1) + (i) ¨ ¯¥°¥©²¨   1.�  ¢»µ®¤¥ ¯°®¶¥¤³°» ¯®«³·¨²±¿ ¬ ²°¨¶  ¢¨¤ 0BBBBBB@ a011 0 0 :::: 00 a022 a023 ::: a02n::::::::::::::::::::::::::0 a0m2 a0m3::: a0mn 1CCCCCCA ;¢ ª®²®°®© ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¤¥«¿²±¿   a11. � «¥¥ ±«¥¤³¥² ¯°¨¬¥¨²¼ ¯°®¶¥¤³°³ª ¯®¤¬ ²°¨¶¥, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥© ¯¥°¢®© ±²°®ª¨ ¨ ¯¥°¢®£® ±²®«¡¶ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®£®·«¥» ei(�); i = 1; ::; r  §»¢ ¾²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬¨¬®¦¨²¥«¿¬¨.� ±±¬®²°¨¬ ° §«®¦¥¨¥ ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¨²¥«¥© ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥¯°¨-¢®¤¨¬»µ ¬®£®·«¥®¢: ei(�) = fki1i1 :::fkis1is1 ; i = 1; ::; r.�®£®·«¥» fki1i1  §»¢ ¾²±¿ ½«¥¬¥² °»¬¨ ¤¥«¨²¥«¿¬¨.� ¿ ¯®°¿¤®ª, ° £ ¨ ±¨±²¥¬³ ½«¥¬¥² °»µ ¤¥«¨²¥«¥© ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼¥¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨.�°¨¬¥° 1. n = 4; r = 3; f�+ 1; �; �2; (�� 1)3; � � 1g.



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 17. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �¨±²¥¬  ½«¥¬¥² °»µ ¤¥«¨²¥«¥© ¤¨ £® «¼®© ¬ ²-°¨¶»A = diag(f1(�); ::; fn(�)) ° ¢  ®¡º¥¤¨¥¨¾ ½«¥¬¥² °»µ ¤¥«¨²¥«¥© ¤¨ £®- «¼»µ ½«¥¬¥²®¢.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ r = rgA; d(�) - ¥¯°¨¢®¤¨¬»© ¬®£®·«¥ ¨ fi(�) =dsi(�)gi(�), ¯°¨·¥¬ gi(�) ¥ ¤¥«¿²±¿   d(�). �¥ ³¬¥¼¸ ¿ ®¡¹®±²¨, ±·¨² -¥¬,·²® s1 � s2 � ::: � sr. �®£¤  Dk(�) = ds1+::+skGk(�), £¤¥ Gk(�) ¥ ¤¥«¿²±¿  d(�). �²±¾¤  ek(�) = dsk Gk(�)Gk�1(�), ².¥. dsk(�) ¯°¨ sk 6= 0 ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥² °-»¬ ¤¥«¨²¥«¥¬.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �¨±²¥¬  ½«¥¬¥² °»µ ¤¥«¨²¥«¥© ¡«®·®-¤¨ £® «¼®©¬ ²°¨¶» ° ¢  ®¡º¥¤¨¥¨¾ ½«¥¬¥² °»µ ¤¥«¨²¥«¥© ¡«®ª®¢.�¥«¥¨¥ � ¬ ²°¨¶.� ¦¤ ¿ � ¬ ²°¨¶  ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ¬®£®·«¥  ®² �, ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿ ¬ ²°¨¶»,  ¯°¨¬¥°,0@ �2 � 1� 0� + 1 1A = 0@ 10 00 1A�2 + 0@ 01 01 1A�+ 0@�10 01 1A :�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. �³±²¼ A(�) = A0�s+A1�s�1+ :::+As; B- ¬ ²°¨¶» ®¤¨- ª®¢®£® ° §¬¥° , ¯°¨·¥¬ B - ±ª «¿° ¿. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² P(�);R;Q(�);H² ª¨¥,·²® A(�) = (�E� B)P(�) + R = Q(�)(�E� B) + H;¯°¨·¥¬ R = BsA0 + ::: +As ¨ H = A0Bs + ::: +As:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨¤³ª¶¨¥© ¯® s. �°¨ s =0 ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿¬ ²°¨·»µ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ ¬¥¼¸¥©, ·¥¬ s. � ±±¬®²°¨¬A0(�) = A(�)� (�E� B)A0�s�1 = (A1 +BA0)�s�1 +A2�s�2 + :: +As±²¥¯¥¼ ª®²®°®£® ¬¥¼¸¥ s , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ©¤³²±¿ P0(�);R0 ² ª¨¥,·²®A0(�) = (�E� B)P0(�) + R0 . �²±¾¤ A(�) = (�E� B)(P0(�) + A0�s�1) + R0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, P(�);R ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ±³¹¥±²¢³¾², ¯°¨·¥¬R = R0 = A0«(B) = Bs�1(A1 +BA0) + Bs�2A2 + :: +As:�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¬ ²°¨¶   §»¢ ¥²±¿ ³¨¬®¤³«¿°®©, ¥±«¨ ®¡° ² ¿ ª¥© ² ª¦¥ � ¬ ²°¨¶ .�²¢¥°¦¤¥¨¥ 5. � ¬ ²°¨¶  ³¨¬®¤³«¿°  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¿¢«¿¥²±¿ ®²«¨·»¬ ®² ³«¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬ ·¨±«®¬.



18 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�²¢¥°¦¤¥¨¥ 6. A;B ½ª¢¨¢ «¥²» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³-¹¥±²¢³¾² ³¨¬®¤³«¿°»¥ P;Q ² ª¨¥, ·²® A = PBQ.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7. �¨±«®¢»¥ ¬ ²°¨¶» A;B ¯®¤®¡» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£-¤ , ª®£¤  ½ª¢¨¢ «¥²» ¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ¬ ²°¨¶».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ U(A� �E)V = B� �E �°¥¤±² ¢¨¬ U;V ¢ ¢¨¤¥U = (B � �E)P +R; V = Q(B� �E) + H. �®ª ¦¥¬, ·²® RAH = B & R = H�1:(U� (B� �E)P)(A� �E)(V� Q(B� �E) =U(A� �E)V � (B� �E)P(A� �E)V � U(A� �E)Q(B� �E)+(B� �E)P(A� �E)Q(B� �E) = (B � �E)�(B � �E)[PU�1 �V�1Q+ P(A� �E)Q](B� �E):�³±²¼ S�k ±² °¸¨© ·«¥ ¬ ²°¨·®£® ¬®£®·«¥  ¢ ª¢ ¤° ²»µ ±ª®¡ª µ. �®£¤ ±² °¸¨© ·«¥ ¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢¥ S�k+2 ,   ±«¥¢  - ¬®£®·«¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨.� ¢¥±²¢® ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¯°¨ S = 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, R(A� �E)H = B� �E,¨§ ·¥£® «¥£ª® ¯®«³· ¥²±¿ ²°¥¡³¥¬®¥.�°¨¬¥° 1. �®ª § ²¼, ·²® A = 0@ 21 12 1A ¨ B = 0@ 2�1 �12 1A ¯®¤®¡» ¨  ©²¨R ² ª³¾, ·²® RAR�1 = B:�¥¸¥¨¥.0@ 2� �1 12 � � ������ 10 01 1A ! 0@ 10 2� �(2� �)2 � 1 ������ 0�1 12� � 1A :0@ 2� ��1 �12 � � ������ 10 01 1A! 0@ 10 �� 2(2� �)2 � 1 ������ 01 �12 � � 1A :�²±¾¤  U = 0@ 01 �12� � 1A�1 0@ 0�1 12 � � 1A = 0@�10 4 � 2��1 1A :R = U«(B) = 0@�10 4�1 1A+ 0@ 2�1 �12 1A 0@ 00 �20 1A = 0@�10 01 1A :� ®¨·¥±ª¨¥ ´®°¬» ¬ ²°¨¶.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®°¤ ®¢®© ª«¥²ª®© ° §¬¥°  n  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶  ¢¨¤ Gn(�) = 0BBBBBBBBBBBB@ �00: : :00 1�0: : :00 : : :: : :: : :: : :: : :: : : 000: : :�0 000: : :1� 1CCCCCCCCCCCCA



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 19. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®°¤ ®¢®© ¬ ²°¨¶¥©  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶  ¢¨¤ G = diag(Gn1(�1);Gn2(�2); :::;Gnk(�k)):�¥¬¬ . � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  Gn(�) � �E ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»©½«¥¬¥² °»© ¤¥«¨²¥«¼ (�� �)n:�²¢¥°¦¤¥¨¥ 8. � ¦¤ ¿ ª¢ ¤° ² ¿ ¬ ²°¨¶   ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ª±»µ·¨±¥« ¯®¤®¡  ¦®°¤ ®¢®© ¬ ²°¨¶¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ (���1)n1; (���2)n2; :::; (���k)nk ½«¥¬¥² °»¥¤¥«¨²¥«¨ ¬ ²°¨¶» A��E: � ±±¬®²°¨¬ ¬ ²°¨¶³ G = diag(Gn1(�1);Gn2(�2); :::;Gnk(�k))� ª ª ª G � �E ¨ A � �E ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ ° §¬¥°», ° £¨ (n = rg =n1+ :::+ nk) ¨ ±¨±²¥¬³ ½«¥¬¥² °»µ ¤¥«¨²¥«¥©, ²® ®¨ ½ª¢¨¢ «¥²», ±«¥¤®-¢ ²¥«¼®, A ¯®¤®¡  G.�°¨¬¥° 1. � ©²¨ ¦®°¤ ®¢³ ´®°¬³ 0BBB@ 010 �440 �212 1CCCA �²¢¥²: 0BBB@ 200 021 002 1CCCA :�®±²°®¥¨¥ ¦®°¤ ®¢  ¡ §¨± .�¯°¥¤¥«¥¨¥. � §¨±  §»¢ ¥²±¿ ¦®°¤ ®¢»¬ ¤«¿ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿, ¥±«¨ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¦®°¤ ®¢ .�³±²¼ ' ¥ª®²®°®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  V. � ª ³±² ®¢«¥® ¢»¸¥¬ ²°¨¶  ' ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ e1; :::; en ¨¬¥¥² ¡«®·®-¤¨ £® «¼»© ¢¨¤G = diag(�1(�1);�2(�2); :::;�s(�s));£¤¥ �i(�i) ¯®¤¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  ki, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¢±¥ ¦®°¤ ®¢» ª«¥²ª¨ ± �i  ¤¨ £® «¨. � ¡«®·® - ¤¨ £® «¼®© ¬ ²°¨¶¥© ±¢¿§ ® ° §«®¦¥¨¥ ¯°®±²° -±²¢  ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ V = V1�V2� :::�Vs £¤¥ Vi ¨¢ °¨ ²» ®²®±¨²¥«¼®' dimVi = ki,   ±³¦¥¨¥ '=Vi ¢ ¡ §¨±¥ ek1+::+ki�1+1; ::; ek1+::+ki ¨¬¥¥² ¬ ²°¨¶³�(�i).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®±² ²®·®  ©²¨ ¦®°¤ ®¢ ¡ §¨± ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ '=Vi ¢¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ Vi ¤«¿ 8 i 2 f1; :::; sg. �® ¯°¥¦¤¥  ¤® ³¬¥²¼  µ®¤¨²¼ Vi.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 9. 8 i 9 r 2 Z j Vi = ker('� �iE)r�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥²®¤®¬ ¬ ².¨¤³ª¶¨¨ ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ ±«¥¤³¾¹³¾´®°¬³«³:Gmk (�) = 0BBBBBB@ �m0:::0 C1m�m�1�m:::0 :::::::::::: Ck�1m �m�k+1Ck�2m �m�k+2:::�m 1CCCCCCA (m � k + 1):



20 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�§ ¥¥ ±«¥¤³¥² ¤¢  § ¬¥· ¨¿:1.�±«¨ � 6= 0, ²® ¯°¨ «¾¡®¬ m Gmk (�) ¥¢»°®¦¤¥ ;2.�±«¨ � = 0, ²® ¯°¨ m � k Gmk (�) = 0.� ª ª ª ¬ ²°¨¶¥© ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ '� �iE ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ¡ §¨±¥ ¿¢«¿-¥²±¿ G��iE = diag(�(�1��i):::�(�s��i), ²® ¬ ²°¨¶¥© ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ('��iE)r¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ¡ §¨±¥ ¿¢«¿¥²±¿ (G� �iE)r = diag(�r(�1 � �i):::�r(�s � �i).� ª ª ª ¯°¨ r � dimVi �ri(0) = 0,   �rj(�1 � �j) (j 6= i) ¥¢»°®¦¤¥», ²®Vi = ker(' � �iE)n:�¥¯¥°¼ ¢»¿±¨¬ ª ª  µ®¤¨²¼ ¦®°¤ ®¢ ¡ §¨± ¤«¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ± ¥¤¨-±²¢¥»¬ ±®¡±²¢¥»¬ ·¨±«®¬. � · «¥ ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¹¨© ¯°¨¬¥°.�°¨¬¥° 1. �§¢¥±²®, ·²® ¬ ²°¨¶  A ¯®¤®¡  ¬ ²°¨¶¥G = 0BBB@ �00 1�0 01� 1CCCA :� ©²¨ ¦®°¤ ®¢ ¡ §¨±.�¡®§ ·¨¬ ¢¥ª²®°» ¦®°¤ ®¢  ¡ §¨±  g1; g2; g3. �®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬ ²-°¨¶» «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥±²¢ Gg1 = �g1; Gg2 = g1 + �g2; Gg3 = g2 + �g3�®±ª®«¼ª³ A ¬ ²°¨¶  ²®£® ¦¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ²®Ag1 = �g1; Ag2 = g1 + �g2; Ag3 = g2 + �g3�¥°¥¯¨¸¥¬ ¯®±«¥¤¨¥ ° ¢¥±²¢  ¢ ¢¨¤¥(A� �E)g1 = 0 (A� �E)g2 = g1 (A� �E)g3 = g2 (1)� ±±¬®²°¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ H1 : (A� �E)x = 0 H2 : (A� �E)2x = 0 H3 : (A� �E)3x = 0�¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿:H1 � H2 � H3; dimHk = k; g1 2 H1; g2 2 H2; g3 2 H3� ª ª ª g1; g2; g3 - ¡ §¨±, ²® g2 =2 H1; g3 =2 H2�² ª, ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¦®°¤ ®¢  ¡ §¨±  ¢ ¤ ®¬ ¯°¨¬¥°¥ ±«¥¤³¥²  ©²¨H1;H2;H3, ¢»¡° ²¼ ¢¥ª²®° g3 ¨§ H3 nH2 § ²¥¬ ¢»·¨±«¨²¼ g2 ¨ g1 ¯® ´®°¬³« ¬(1)



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 21. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�°¨¬¥° 2. �§¢¥±²®, ·²® ¬ ²°¨¶  A ¯®¤®¡  ¬ ²°¨¶¥G = 0BBB@ �00 0�0 01� 1CCCA :� ©²¨ ¦®°¤ ®¢ ¡ §¨±.� ª¦¥ ª ª ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥ ° ±±¬®²°¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ H1 : (A� �E)x = 0 H2 : (A� �E)2x = 0 H3 : (A� �E)3x = 0:�¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿:H1 � H2 = H3; dimH1 = 2 ; dimH2 = 3 ; g1; g2 2 H1 ; g3 2 H2:� ª ª ª g1; g2; g3 - ¡ §¨±, ²® g3 =2 H1:�² ª, ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¦®°¤ ®¢  ¡ §¨±  ¢ ¤ ®¬ ¯°¨¬¥°¥ ±«¥¤³¥²  ©²¨H1;H2, ¢»¡° ²¼ ¢¥ª²®° g3 ¨§ H2 n H1; § ²¥¬ ¢»·¨±«¨²¼ g2 ¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ g1¢»¡° ²¼ «¾¡®© ¢¥ª²®° ¨§ H1, ¥ ¯°®¯®°¶¨® «¼»© ¢¥ª²®°³ g2.�¡¹¨© ¬¥²®¤. �¯°¥¤¥«¨²¼ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  �1; ::; �s.�»¡¨° ¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ � ¯®®·¥°¥¤® ª ¦¤®¥ ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¢»¯®«¨²¼±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¥©±²¢¨¿.� ©²¨ Hi = ker(A��E)i; i = 1; ::; r, £¤¥ r = minfkjHk = Hk+1g � ¬¥²¨¬, ·²®¯°¨ � = �i Hr ±®¢¯ ¤ ¥² ± Vi ¨§ ²¥®°¥¬».�®±² ¢¨²¼ ² ¡«¨¶³ ¢¨¤ a1 : : : as1(A� �E)a1| {z }b1 : : : (A� �E)as1| {z }bs1 bs1+1 : : : bs2| {z }SP1: : : : : : : : : : : : : : : : : :(A� �E)r�1a1| {z }c1 : : : (A� �E)r�1as1| {z }cs1 (A� �E)r�2bs1+1| {z }cs1+1 : : : (A� �E)r�2bs2| {z }cs2 : : : csr| {z }SPr�1£¤¥ ¯¥°¢ ¿ ±¢¥°µ³ ±²°®ª  ±®¤¥°¦¨² «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°», ¤«¿ ª®²®-°»µ ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢®Hr = Hr�1 � L(a1; :::; as1); (1)¢²®° ¿ ±²°®ª  ±®¤¥°¦¨² «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°», ¤«¿ ª®²®°»µHr�1 = Hr�2 � L(b1; :::; bs2) (2)¨ ².¤.. �®±«¥¤¿¿ ±²°®ª  ±®¤¥°¦¨² ¡ §¨± H1, ² ª, ·²® sr = dimH1. �¯¨±ª¨SP1; :::; SPr�1 ¬®£³² ¡»²¼ ¯³±²»¬¨.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯®±²°®¥¨¥ ½²®© ² ¡«¨¶», £« ¢®© ®±®¡¥®±²¼¾ ª®²®°®© ¿¢-«¿¾²±¿ ±¢®©±²¢  (1); (2); ::, ¢®§¬®¦®.



22 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1. � ª ª ª Hr�1 � Hr , ²® ¢ ¢¥°µ¥© c²°®ª¥ ¬®¦® ¢»¯¨± ²¼ «¾¡®©  ¡®°¢¥ª²®°®¢, ¤®¯®«¿¾¹¨µ ¡ §¨± Hr�1 ¤® ¡ §¨±  Hr:2. �¥ª²®°» b1; :::; bs1 ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ° ¥¥ ¢»¡° »¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨, ¯®½-²®¬³ ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¢²®°®© ±²°®ª¨ ¢®§¬®¦® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ L(b1; :::; bs1)\Hr�2 = f0g. �²® ° ¢¥±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ² ª ª ª �1b1+:::+�s1bs1 2Hr�2 ! �1a1 + ::: + �s1as1 2 Hr�1 ! �1 = ::: = �s1 = 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦®¯®±²°®¨²¼  ¡®° b1; ::::, ¤«¿ ª®²®°®£® ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ (2).�²°³ª²³°  ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ±²°®ª ² ¡«¨¶» ² ª ¿ ¦¥ ª ª ¨ ³ ¢²®°®©, ¯®½²®¬³¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢ ¯³ª²¥ 2 ° ±±³¦¤¥¨¥ ¯°¨¬¥¨¬® ¨ ¤ «¥¥.(�®¦® ¤®ª § ²¼ ¯®¨¤³ª¶¨¨.)� ª ª ª Hr = L(a1; :::; as1)� L(b1; :::; bs2)::: � L(c1; :::; csm);²® ¢¥ª²®°» ² ¡«¨¶» ®¡° §³¾² ¡ §¨± Hr:�«¿ ²®£®,·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¨¬¥® ¦®°¤ ®¢ ¡ §¨±,  ¤® ° ±¯®«®¦¨²¼ ¨µ ¢±«¥¤³¾¹¥¬ ¯®°¿¤ª¥: c1; ::b1; a1;c2; ::; b2; a2; :::::, ²® ¥±²¼, ®¡µ®¤¿ ±²®«¡¶» ² ¡«¨¶» ±«¥¢   ¯° ¢® ,   ª ¦¤»©±²®«¡¥¶ - ±¨§³ ¢¢¥°µ.�°¨ ½²®¬ ¢»¡®° ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±²®«¡¶®¢ ¥ ¨¬¥¥² ¯°¨¶¨¯¨ «¼®£®§ ·¥¨¿, ® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¨µ ¢¥ª²®°» ±«¥¤³¥² ³¬¥°®¢ ²¼ ±²°®£® ±¨§³ ¢¢¥°µ.�®°¤ ®¢  ´®°¬  ±®¤¥°¦¨² s1 ª«¥²®ª ° §¬¥°  r, s2� s1 ª«¥²®ª ° §¬¥°  r�1¨ ².¤.�°®¡¥¨³±®¢  ´®°¬  ¬ ²°¨¶».�°®¡¥¨³±®¢®© ª«¥²ª®©  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶  ¢¨¤ F(a1; ::; an) = 0BBBBBBBBB@ a110: : :0 a201: : :0 : : :: : :: : :: : :: : : an�100: : :1 an00: : :0 1CCCCCCCCCA :F � �E ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨: e1 = :: = en�1; en =�n � a1�n�1 � :: � an.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 10. �³±²¼ A ª¢ ¤° ² ¿ ¬ ²°¨¶ , ei(�) = �ki +a1i�ki�1+:::+aiki ; i = 1; :::; s - ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ¥¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶»,²®£¤  A ¯®¤®¡  ´°®¡¥¨³±®¢®© ¬ ²°¨¶¥diag(F(�a11::: � a1k1); :::;F(�as1::: � asks):� µ®¦¤¥¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿.�¥²®¤ � ¨«¥¢±ª®£®. � µ®¤¨²±¿ ¡«®·®-²°¥³£®«¼ ¿ ¬ ²°¨¶ , ¢ ª®-²®°®©   ¤¨ £® «¨ ° ±¯®«®¦¥» ´°®¡¥¨³±®¢» ª«¥²ª¨.



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 23. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1. �±«¨ an n�1 6= 0, ²® ±®±² ¢«¿¥¬ ¬ ²°¨¶³P = 0BBBBBBBBB@ 10: : :an10 01: : :an20 : : :: : :: : :: : :: : : 00: : :ann�10 00: : :ann1 1CCCCCCCCCA¨ ®¡° ²³¾ ª ¥©P�1 = 0BBBBBBBBB@ 10: : :� an1ann�10 01: : :� an2ann�10 : : :: : :: : :: : :: : : 00: : :1ann�10 00: : :� an2ann�11 1CCCCCCCCCA :�»·¨±«¿¥¬ ¬ ²°¨¶³ A1, ¯®¤®¡³¾ ¨±µ®¤®© ¬ ²°¨¶¥.A1 = PAP�1 = 0BBBBBBBBB@ a111a021: : :a1n�110 a112a122: : :a1n�120 : : :: : :: : :: : :: : : a11n�1a12n�1: : :a1n�1n�11 a11na12n: : :a1n�1n0 1CCCCCCCCCA :�®±«¥¤¿¿ ±²°®ª  ² ª ¿ ¦¥ ª ª ³ ¬ ²°¨¶» �°®¡¥¨³± . �±«¨ a1n�1n�2 6= 0, ²® µ®¤¨¬ P = 0BBBBBBBBBBBB@ 10: : :a0n�1100 01: : :a0n�1200 : : :: : :: : :: : :: : :: : : 00: : :a0n�1n�200 00: : :a0n�1n�110 00: : :a0n�1n01 1CCCCCCCCCCCCA ;®¡° ²³¾ ª ¥©, ¢»·¨±«¿¥¬ ¬ ²°¨¶³ A2 = P�1A1P ± ½«¥¬¥² ¬¨ a2ij ¨ ² ª¤ «¥¥.2. �±«¨   ¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ ®ª § «®±¼, ·²® akn�k n�k�1 = 0, ® 9 j < n � k �1 ² ª®©,·²® akn�k j 6= 0, ²®  ¤® ¯¥°¥±² ¢¨²¼ ¬¥±² ¬¨ j ¨ n-k-1 ±²°®ª¨, § ²¥¬ j¨ n-k-1 ±²®«¡¶» (½²  ®¯¥° ¶¨¿ ° ¢®±¨«¼  ¯¥°¥±² ®¢ª¥ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢).�®«³·¨²±¿ ¬ ²°¨¶  ¯®¤®¡ ¿ ¨±µ®¤®©, ¯¥°¥µ®¤¨¬ ª 1.3. �±«¨   ¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ akn�k j = 0 8j < n � k, ²® ¬ ²°¨¶  ¨¬¥¥² ¢¨¤0@ B C0 D 1A, £¤¥ B ¨ D ª¢ ¤° ²»¥ ¬ ²°¨¶», ¯°¨·¥¬ D ´°®¡¥¨³±®¢  ¬ ²°¨¶ ,¯®½²®¬³ § ¤ ·  ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»·¨±«¥¨¾ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ¤«¿B:



24 �¥±¥«®¢ �.�.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�°¨¬¥° 1. � ©²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¤«¿ ¬ ²°¨¶»A = 0BBBBBB@ 4561 �3�8�12�3 1582 2452 1CCCCCCA�¥¸¥¨¥. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¡®©²¨±¼ ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¿µ ¡¥§ ¤°®¡¥© ¯¥°¥-±² ¢«¿¥¬ ¬¥±² ¬¨ 1 ¨ 3 ±²®«¡¶», 1 ¨ 3 ±²°®ª¨0BBBBBB@ 1582 �3�8�12�3 4561 2452 1CCCCCCA! 0BBBBBB@ 8512 �12�8�3�3 6541 5422 1CCCCCCA :�«¥¤³¿  «£®°¨²¬³, ¯®«³· ¥¬AP�1 = 0BBBBBB@ �4�5�70 6790 6541 �7�6�60 1CCCCCCA ; A1 = 0BBBBBB@ �4�500 6700 6531 �7�6�20 1CCCCCCA :� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¥±²¼ (�2 � 3�+ 2)2:�¥²®¤ �¥¢¥°¼¥. si = �i1 + ::+ �in = sp(Ai); i = 1; ::; n �²±¾¤  ¯® ´®°¬³-« ¬ �¼¾²®   µ®¤¨¬ ª®½´´¨¶¨¥²» µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ pk = �1k(sk + p1sk�1 + ::: + pk�1s1):�³«¨°³¾¹¨© ¬®£®·«¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®£®·«¥ f(x)  §»¢ ¥²±¿  ³«¨°³¾¹¨¬ ¤«¿ ¬ ²°¨¶»A, ¥±«¨ f(A) = 0.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 11. (�¥®°¥¬  � ¬¨«¼²® -�½«¨) � ¦¤ ¿ ª¢ ¤° ² ¿ ¬ ²-°¨¶  ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬ ±¢®¥£® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ �(�) = det(�E � A),   B(�) { ¯°¨±®¥¤¨¥ ¿¬ ²°¨¶  ª �E �A. �®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢®(�E� A)B(�) = �(�)E: (1)� ¯¨± ¢ �-¬ ²°¨¶» B(�) ¨ �E � A ¢ ¢¨¤¥ ¬ ²°¨·»µ ¬®£®·«¥®¢ ¨ ±¤¥« ¢¯®¤±² ®¢ª³ � = A ¯®«³· ¥¬ �(A) = 0 , ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.�³«¨°³¾¹¨© ¬®£®·«¥  ¨¬¥¼¸¥© ±²¥¯¥¨  §»¢ ¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼»¬.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 12. �¨¨¬ «¼»¬ ¬®£®·«¥®¬ ¬ ²°¨¶» A ¿¢«¿¥²±¿¨¢ °¨ ²»© ¬®¦¨²¥«¼ en(�) ¥¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶».



�¥ª¶¨¨ ¯®  «£¥¡°¥ 25. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª° ¹ ¿ ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢  (1)   Dn�1(�), ¯®«³-·¨¬ (�E� A)B1(�) = en(�)E; (2)±«¥¤®¢ ²¥«¼®, en(�) -  ³«¨°³¾¹¨© ¬®£®·«¥. �³±²¼ f(�) - ¬¨¨¬ «¼-»© ¬®£®·«¥, ²®£¤  en(�) = f(�)d(�) ¨, ±®£« ±® ®¡®¡¹¥®© ²¥®°¥¬¥ �¥§³,±³¹¥±²¢³¥² S(�) ² ª ¿, ·²® (�E� A)S(�) = f(�)E: (3)�¬®¦ ¿ ®¡¥ · ±²¨ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢    d(�) ¨ ¢»·¨² ¿ ¨§ (2), ¯®«³·¨¬(�E� A)(B1(�)� d(�)S(�)) = 0:C«¥¤®¢ ²¥«¼®, B1(�) = d(�)S(�), ².¥. d(�) ¥±²¼ ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ½«¥¬¥²®¢¬ ²°¨¶» B1(�) ¯®½²®¬³ ° ¢¥ 1.


