
I. �¨¥©»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯°®±²° ±²¢ ..�«¥¤±²¢¨¿ ¨§  ª±¨®¬ .1. �¤¨±²¢¥®±²¼ ³«¥¢®£® ½«¥¬¥² : �1 = �1 + �2 = �2.2. �¤¨±²¢¥®±²¼ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®£® ½«¥¬¥² :x1 = x1 + x+ x2 = x2.3. 8 x 2 V 0 � x = � : 1 � x = (1 + 0) � x = x+ 0 � x.4. 8 x 2 V � 1 � x = �x : 0 � x = (1 + (�1)) � x = x+ (�1) � x.5. 8 � 2 P � � � = � : � � � = � � (x + (�x)) = x � (1 + (�1)) = 0 � x.6. � � x = �! � = 0 ¨«¨ x = �.� «¥¥ ³«¥¢®© ½«¥¬¥² ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ±¨¬¢®«®¬ 0.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �»° ¦¥¨¥ a1x1 + ::+ akxk  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢¥ª²®°®¢ a1; ::; ak.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¦¥±²¢® ¢±¥µ «¨¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢ ±¨±²¥¬» A  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©®© ®¡®-«®·ª®©. �¡®§ ·¥¨¥: L(A).�®¢®°¿², ·²® ¢¥ª²®° b «¨¥©® ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» a1; ::; ak, ¥±«¨ b 2 L(a1; ::; ak).�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ a1; ::ak  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬®© , ¥±«¨ ° ¢¥±²¢® a1x1+ ::+akxk = 0 ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¯°¨ x1 = :: = xk = 0.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ a1; ::ak «¨¥©® § ¢¨±¨¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¤¨ ¨§ ¥¥¢¥ª²®°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ®±² «¼»µ.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �®¤±¨±²¥¬  «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬®© ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬®©.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �±«¨ ±¨±²¥¬  A «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ ,   ±¨±²¥¬  A [ fbg «¨¥©® § ¢¨±¨¬ , ²® b 2L(A).�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ A;B - ¤¢¥ ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® A «¨¥©® ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§B, ¥±«¨ ª ¦¤»© ¢¥ª²®° ¨§ A «¨¥©® ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ±¨±²¥¬» B. O¡®§ ·¥¨¥: A � B.�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® fA � Bg & fB � Cg ! A � C.�¯°¥¤¥«¥¨¥. C¨±²¥¬» A ¨ B  §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ A � B & B � A.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. �±«¨ A = fa1; ::; ang � B = fb1; ::;bmg ¨ A - «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ , ²® n � m.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¥ «¨¥©®© ¢»° §¨¬®±²¨ ¢ ¢¨¤¥ ¬ ²°¨·®£® ° ¢¥±²¢  (a1:::an) =(b1::::bm)P, £¤¥ P(mxn) - ·¨±«®¢ ¿ ¬ ²°¨¶ . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® n > m , ²®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¥³«¥¢®¥°¥¸¥¨¥ x0 ³° ¢¥¨¿ Px = 0. � «¥¥ ¯®«³· ¥¬(a1:::an)x0 = (b1::::bm)Px0 = 0;²® ¥±²¼ , ±¨±²¥¬  A «¨¥©® § ¢¨±¨¬  ¢®¯°¥ª¨ ³±«®¢¨¾.C«¥¤±²¢¨¥ 4.1. �ª¢¨¢ «¥²»¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢ ±®¤¥°¦ ² ®¤¨ ª®¢®¥ ·¨±«®¢¥ª²®°®¢.C«¥¤±²¢¨¥ 4.2. �¾¡»¥ n + 1 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ «¨¥©®© ®¡®«®·ª¨ n ¢¥ª²®°®¢ «¨¥©® § ¢¨±¨¬».�¯°¥¤¥«¥¨¥. � §®© ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢ A  §»¢ ¥²±¿ ½ª¢¨¢ «¥² ¿ ¥© «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ¯®¤±¨±²¥-¬ . �®«¨·¥±²¢® ¢¥ª²®°®¢ ¢ ¡ §¥  §»¢ ¥²±¿ ° £®¬ ±¨±²¥¬». �¡®§ ·¥¨¥: rg A.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 5. � £¨ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ±¨±²¥¬ ¢¥ª²®°®¢ ° ¢».�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  n ±³¹¥±²¢³¥² ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢° £  n,  §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®¥·®¬¥°»¬. �±«¨ ¯°®±²° ±²¢® ±®¤¥°¦¨² ±¨±²¥¬³ ° £  n, ® «¾¡ ¿ ±¨±²¥¬  ¨§n + 1 ¢¥ª²®°®¢ «¨¥©® § ¢¨±¨¬ , ²® ¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ n - ¬¥°»¬( ¨ ª®¥·®¬¥°»¬).�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨¸¼ ª®¥·®¬¥°»¥ ¯°®±²° ±²¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. � §¨±®¬ n - ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢   §»¢ ¥²±¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢° £  n.�°¨¬¥° 1. � §¨±®¬ Pn ¿¢«¿¥²±¿,  ¯°¨¬¥°, ±¨±²¥¬  e1; :::; en , £¤¥ ei ° ±¯®±²° ¥®¥ ®¡®§ ·¥¨¥¢¥ª²®° , ³ ª®²®°®£® i -  ¿ ª®¬¯®¥²  ° ¢  1,   ®±² «¼»¥ ° ¢» ³«¾.�¯°¥¤¥«¥¨¥. C¨±²¥¬  A = fa1; :::; amg � V  §»¢ ¥²±¿ ¯®°®¦¤ ¾¹¥©, ¥±«¨ V = L(A). �±«¨,ª°®¬¥ ½²®£®, V ¥ ±®¤¥°¦¨² ¯®°®¦¤ ¾¹¨µ ±¨±²¥¬ ¨§ (m� 1)- £® ¢¥ª²®°®¢, ²® A  §»¢ ¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼®©¯®°®¦¤ ¾¹¥© ±¨±²¥¬®©.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 6. �¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ¯®°®¦¤ ¾¹ ¿ ±¨±²¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §¨±®¬.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7. �¨¨¬ «¼ ¿ ¯®°®¦¤ ¾¹ ¿ ±¨±²¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §¨±®¬.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨¨¬ «¼®±²¼ ¢«¥·¥² «¨¥©³¾ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 8. �±¿ª¨© ¢¥ª²®° ¯°®±²° ±²¢  ¬®¦® ¥¤¨±²¢¥»¬ ±¯®±®¡®¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ «¨-¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢ ¡ §¨± .�²¢¥°¦¤¥¨¥ 9. �±¿ª³¾ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬³¾ ±¨±²¥¬³ A = fa1; :::; amg, ¥ ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¡ §¨±®¬,¬®¦® ¤®¯®«¨²¼ ¤® ¡ §¨±  ¯°®±²° ±²¢ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ A - ¥ ¡ §¨±, ²®  ©¤¥²±¿ ¢¥ª²®° b1, ª®²®°»© ¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ A. �¨±²¥¬ A1 = A [ fb1g - «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ , rgA1 = rgA + 1. �±«¨ A1 ¥ ¡ §¨±, ²®   «®£¨·® ¬®¦®  ©²¨1
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«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬³¾ ±¨±²¥¬³A2, ±®¤¥°¦ ¹³¾A1, ¯°¨·¥¬ rgA2 = rgA1+1 ¨ ².¤. ¯®ª  ¥ ¯®«³·¨¬ ±¨±²¥¬³° £  n.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°  ¯® ¡ §¨±³ ,  §»¢ ¾²±¿ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  ¢ ½²®¬¡ §¨±¥.�±² ®¢¨¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  ¢ ° §»µ ¡ §¨± µ. �³±²¼ xe- ±²®«¡¥¶ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®° ¢ ¡ §¨±¥ e1; :::; en , xf- ±²®«¡¥¶ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  ¢ ¡ §¨±¥ f1; :::; fn , Sef- ¬ ²°¨¶ , j-»© ±²®«¡¥¶ ª®²®°®©±®±²®¨² ¨§ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  fj ¡ §¨±¥ e1; :::; en . �®£¤  xe = Sefxf . Sef  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥µ®¤  ®²¡ §¨±  ª ¡ §¨±³.�§®¬®°´¨§¬ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ' «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ V ¢ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®W, § ¤ ®¥  ¤ ²¥¬ ¦¥ ·¨±«®¢»¬ ¯®«¥¬ P,  §»¢ ¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬ ,   ± ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  ¨§®¬®°´»¬¨,¥±«¨ 8x; y 2 V; 8� 2 P '(�x + y) = �'(x) + '(y):�²¢¥°¦¤¥¨¥ 10. �¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® V ° §¬¥°®±²¨ n  ¤ ¯®«¥¬ P ¨§®¬®°´®  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¬³¯°®±²° ±²¢³ Pn.� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¬ ²°¨¶³ A(mxn), ±²®«¡¶» a1; :::; an ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®° ¬¨ ¯°®±²° -±²¢  Pn.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 11. rg A = rgfa1; :::; ang�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ®¡®§ ·¥¨©, ±·¨² ¥¬, ·²® ¬¨®°  ¨¡®«¼¸¥£® ¯®°¿¤ª , ° ±¯®«®¦¥¢ «¥¢®¬ ¢¥°µ¥¬ ³£«³ ¬ ²°¨¶» A. �¥«¨·¨³ ¬¨®°  ®¡®§ ·¨¬ d, ª°®¬¥ ²®£®, ¯®«®¦¨¬ k = rgA.�³±²¼ S = fa1; ::; ak; ek+1; :::; eng. � ª ª ª det (a1; ::; ak; ek+1; :::; en) = d 6= 0, ²® ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©a1x1 + ::: + akxk + ek+1xk+1 + ::: + enxn = 0 ¨¬¥¥² «¨¸¼ ³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, S «¨¥©®¥§ ¢¨±¨¬ , § ·¨², «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬  ¥¥ ¯®¤±¨±²¥¬  a1; :::; ak.�¨±²¥¬  a1x1+:::+akxk+ek+1xk+1+:::+enxn = aj ¤«¿ ¢±¿ª®£® j > k ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ (x01; :::; x0n), ¯°¨·¥¬¯°¨ i > k x0i = 1ddet(a1; :::ak; :::ei�1; aj; ei+1::) = �1d�¬¨®°(k+1)-£® ¯®°¿¤ª =0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, «¾¡®©±²®«¡¥¶ «¨¥©® ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ a1; :::; ak ¯®½²®¬³ ®¨ ±®±² ¢«¿¾² ¡ §³ ¢ ±¨±²¥¬¥ a1; :::; an.C«¥¤±²¢¨¥ 11.1. rg AB � minfrgA; rg Bg�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥¯³±²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® L ¯°®±²° ±²¢  V  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¥±«¨ ¢»¯®«¿-¥²±¿ ¤¢  ³±«®¢¨¿.1. 8 a;b 2 L a + b 2 L2. 8 a 2 L; � 2 P �a 2 L�°®¢¥°¨²¼, ·²® «¨¥© ¿ ®¡®«®·ª  «¾¡®© ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬.�³¬¬  ¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢.L1 + L2 def= fxjx = x1 + x2; x1 2 L1; x2 2 L2g; L1 \ L2 = fxjx 2 L1; x 2 L2g�²¢¥°¦¤¥¨¥ 12. dim(L1+ L2) = dimL1 + dimL2� dimL1 \ L2.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³¬¬  V ¯®¤¯°®±²° ±²¢ V1; :::;Vk  §»¢ ¥²±¿ ¯°¿¬®©, ¥±«¨ «¾¡®© ¢¥ª²®° x 2 V®¤®§ ·® ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ x = x1 + ::::+ xk; xi 2 Vi (i = 1; ::;n). �¡®§ ·¥¨¥ V = V1 � :::�Vk.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 13. �³¬¬  V ¯®¤¯°®±²° ±²¢ V1; :::;Vk ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¡ §¨±®¢ V1; :::;Vk ±®±² ¢«¿¥² ¡ §¨± V.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 14. �³¬¬  ¤¢³µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤  , ª®£¤  ¨µ ¯¥°¥-±¥·¥¨¥ ¥±²¼ ³«¥¢®¥ ¯°®±²° ±²¢®. II. A´´¨»¥ ¯°®±²° ±²¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �´´¨®¥ n - ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® F  ¤ ¯®«¥¬ P ¥±²¼ ¨®¦¥±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ "²®·¥ª"¨ "¢¥ª²®°®¢", ®²®±¨²¥«¼® ª®²®°»µ ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. ¬®¦¥±²¢® V ¢¥ª²®°®¢ ¨§ F ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬  ¤ P, §»¢ ¥¬®¥ ¯°®±²° ±²¢®¬²° ±«¿¶¨©;2. ¢±¿ª¨¥ ¤¢¥ ²®·ª¨ A;B , ¤ »¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ¯®°¿¤ª¥, ®¯°¥¤¥«¿¾² ¥¤¨±²¢¥»© ¢¥ª²®° u = ~AB;3. ¤«¿ ¢±¿ª®£® u ¨§ V ¨ ¢±¿ª®© ²®·ª¨ A ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª  B, ² ª ¿, ·²® u = ~AB;4. ¥±«¨ u = ~AB; v = ~BC, ²® u + v = ~AC.�«¥¤±²¢¨¿ ¨§  ª±¨®¬.1. ~AB = ~AC! B = C.2. ~AA = �.3. u = ~AB! �u = ~BA.4. 8u 2 V ¨ ¢±¿ª®© ²®·ª¨ B ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  A ² ª ¿, ·²® u = ~AB.C¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¢  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±®±²®¨² ¨§ ¥ª®²®°®© ²®·ª¨O,  §»¢ ¥¬®© · «®¬ ª®®°¤¨ ², ¨ ¡ §¨±  v1; :::; vn ¯°®±²° ±²¢  ²° ±«¿¶¨©.2



�®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  ¢  ´´¨®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¿¢«¿¾²±¿ ¥£® ª®®°¤¨ ²» ¢ ¡ §¨±¥ ¯°®±²° ±²¢ V. �®®°¤¨ ² ¬¨ ²®·ª¨M ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  OM.C¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ²®·ª¨ ¢ ±¨±²¥¬ µ O; v1; :::; vn ¨ O0; v01; :::; v0n ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®©xv = Svv0xv0 + b, £¤¥ b - ±²®«¡¥¶ ª®®°¤¨ ² ²®·ª¨ O0 ¢ ¯¥°¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², Svv0 - ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤ ®² ¡ §¨±  v ª ¡ §¨±³ v0.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¤¬®¦¥±²¢® G  ´´¨®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢   §»¢ ¥²±¿  ´´¨»¬¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¨«¨ «¨¥©»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ , ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® g0 2 G ¬®¦¥±²¢® L = fg�g0; g 2 Gg¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬.� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ¢±¿ª®¥  ´´¨®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬³«®©¢¨¤  x = x0 + �1v1 + ::::+ �svs�¯°¥¤¥«¥¨¥. �´´¨®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ²®·¥ª x1; :::; xs  §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿ ¨µ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿�1x1+:::�sxs , ¢ ª®²®°®© �1+ :::�s = 1. �®¦¥±²¢® ¢±¥µ  ´´¨»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¤ ®£® ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª  §»¢ -¥²±¿ ¥£®  ´´¨®© ®¡®«®·ª®©.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ª®®°¤¨ ²» ª®²®°»µ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¾ �1x1+ :::+�nxn =�0  §»¢ ¥²±¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �±«¨ a - ¢¥ª²®°, x0 - ²®·ª , ²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¢¨¤  x = x0 + a � t - £¤¥ t - «¾¡®¥·¨±«®  §»¢ ¥²±¿ ¯°¿¬®©. �±«¨ § ·¥¨¿ t ®£° ¨·¨²¼ ¯°¥¤¥« ¬¨ ¥ª®²®°®£® ¨²¥°¢ « , ²® ²  ¦¥ ´®°¬³« ®¯°¥¤¥«¿¥² ®²°¥§®ª. �¨±²¥¬» «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ¨  ´´¨»¥ ¯°®±²° ±²¢ .� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥ Ax = b, £¤¥ A(mxn) - ¬ ²°¨¶ . � ¡®° x0, ³¤®¢«¥-²¢®°¿¾¹¨© ½²®© ±¨±²¥¬¥ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ¤¢³¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨.�®-¯¥°¢»µ ½²® ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°  b ¯® ¢¥ª²®° ¬-±²®«¡¶ ¬ ¬ ²°¨¶» A, ®²±¾¤  «¥£ª® ¯®-«³· ¥²±¿ ²¥®°¥¬  �°®¥ª¥° -� ¯¥««¨³±«®¢¨¥ ° §°¥¸¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©: rg A = rg(Ab).�®-¢²®°»µ, ½²® ²®·ª  ¢ n - ¬¥°®¬  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,   ¬®¦¥±²¢® M ¢±¥µ °¥¸¥¨© ¿¢«¿¥²±¿  ´-´¨»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬, ¯°®±²° ±²¢®¬ ²° ±«¿¶¨© ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ®¤®°®¤®©±¨±²e¬» Ax = 0. �³±²¼ (�A�b) - ¬ ²°¨¶ , ±²°®ª¨ ª®²®°®© ±®±² ¢«¿¾² ¡ §³ ¢ ±¨±²¥¬¥ ±²°®ª ¬ ²°¨¶» (Ab).�®£¤  ±¨±²¥¬» Ax = b ¨ �Ax = �b ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ ¬®¦¥±²¢  °¥¸¥¨©. �°¥¤±² ¢¨¬ �A ¢ ¢¨¤¥ �A = (BN),£¤¥ B ±®±² ¢«¥  ¨§ ±²®«¡¶®¢, ®¡° §³¾¹¨µ ¡ §³ ( ¡ §¨± ¿ ¯®¤¬ ²°¨¶  ), N ±®¤¥°¦¨² ®±² «¼»¥ ±²®«¡¶»¬ ²°¨¶» �A ( ¥¡ §¨± ¿ ¯®¤¬ ²°¨¶ ). �®®²¢¥²±²¢¥® ° §®¡¼¥¬ ¬®¦¥±²¢® ¥¨§¢¥±²»µ   ¤¢  ¯®¤¬®-¦¥±²¢ : xB ( ¡ §¨±»¥ ¥¨§¢¥±²»¥ ) xN ( ¥¡ §¨±»¥ ¥¨§¢¥±²»¥ ) . � ¯¨± ¢ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¢ ¢¨¤¥BxB +NxN = �b, ¢»° §¨¬ xB = B�1b� B�1NxN. �«¿ ª ¦¤®£®  ¡®°  § ·¥¨© ¥¡ §¨±»µ ¥¨§¢¥±²»µxN = � 2 Pn�rgA ¯® ½²®© ´®°¬³«¥ ¢»·¨±«¿¾²±¿ § ·¥¨¿ ¡ §¨±»µ ¥¨§¢¥±²»µ. �¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» ¬®¦®§ ¯¨± ²¼, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¬ ²°¨·®¬ ¢¨¤¥  xBxN! =  B�1bO !+ �B�1NEn�rgA! �. �²®«¡¶» ¬ ²°¨¶»  B�1NEn�rgA!«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ¯®½²®¬³ ° §¬¥°®±²¼ ¬®¦¥±²¢  °¥¸¥¨© ° ¢  n� rg A.�¥²®¤ ±²®«¡¶®¢»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©. �³±²¼ r = rgA. �°¥®¡° §³¿ ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶»  AE! ¯°¨¢¥¤¥¬¥¥ ª ¢¨¤³  TP OQ ! , £¤¥ T(mxr);O(mx(n�r);P(nxr);Q(nx(n�r))¬ ²°¨¶», ¯°¨·¥¬ ¬ ²°¨¶ O ±®±²®¨²¨§ ³«¥©.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» Q ®¡° §³¾² ´³¤ ¬¥² «¼³¾ ±¨±²¥¬³ °¥¸¥¨©.�®ª § ²¥«¼±²¢®. C²®«¡¶®¢»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²» ³¬®¦¥¨¾ ¨±µ®¤®© ¬ ²°¨¶» ±¯° ¢   ¥ª®²®°³¾ ¥¢»°®¦¤¥³¾ ¬ ²°¨¶³H , ª®²®°³¾ ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥H = (H1H2) , £¤¥ H1 ±®±²®¨² ¨§ ¯¥°¢»µr ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» H. �¬®¦ ¿, ¯®«³· ¥¬ ° ¢¥±²¢  P = H1;Q = H2;AH1 = T;AH2 = O , ²® ¥±²¼±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±¨±²¥¬¥ Ax = 0 ,   ² ª ª ª ®¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ¨µ ·¨±«® ° ¢® n� r, ²® ®¨ ®¡° §³¾² ´³¤ ¬¥² «¼³¾ ±¨±²¥¬³.III. �¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°®±²° ±²¢® V  ¤ ¯®«¥¬ P  §»¢ ¥²±¿ ¥¢ª«¨¤®¢»¬, ¥±«¨ ®¯°¥¤¥«¥® ¯° ¢¨«®, ¯® ª®-²®°®¬³ ¢±¿ª®© ¯ °¥ ¢¥ª²®°®¢ x; y 2 V ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ·¨±«® (x; y),  §»¢ ¥¬®¥ ±ª «¿°»¬ ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¥¬. �°¨ ½²®¬ ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿.1. (x; y) = (y; x),2. (�x; y) = �(x; y),3. (x + y; z) = (x; z) + (y; z), 3



4. (x; x) � 0; (x; x) = 0! x = �.�ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ ¢ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥fa1; ::::; ang: (x; y) =Xi;j xiyj(ai; aj).�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®°¬®© ¨«¨ ¤«¨®© ¢¥ª²®°  x  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® jxj = q(x; x)�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �±«¨ (x; y) = 0 , ²® jx + yj � jxj:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨±²¥¬  f1; ::::; fk ¥³«¥¢»µ ¢¥ª²®°®¢  §»¢ ¥²±¿ ®°²®£® «¼®© , ¥±«¨ (fi; fj) = 0 ¯°¨i 6= j. �°²®£® «¼ ¿ ±¨±²¥¬ , ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¥¤¨¨·®© ¤«¨»,  §»¢ ¥²±¿ ®°²®®°¬¨°®¢ ®©.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �°²®£® «¼ ¿ ±¨±²¥¬  «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ .Cª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ § ¯¨±»¢ ¥²±¿  ¨¡®«¥¥ ¯°®±²®:(x; y) = x1y1 + ::::+ xnyn.�°®¶¥±± ®°²®£® «¨§ ¶¨¨. �°¨¬¥¿¥²±¿ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ®°²®£® «¼®£® ¡ §¨±  h1; ::::;hm § ¤ ®£®¯®¤¯°®±²° ±²¢  L(a1; :::; ak).�°¨¬¥¬ ¥±²¥±²¢¥®¥ ¤®¯³¹¥¨¥ ® ²®¬, ·²® a1 6= 0 ¨ ¯®«®¦¨¬ h1 = a1; r = 2. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®³¦¥  ©¤¥» ¢¥ª²®°» h1; ::;hs (s � 1). �·¥°¥¤®© ¢¥ª²®° ¨¹¥¬ ¢ ¢¨¤¥ hs+1 = �1h1 + :::�shs + ar,¢»¡¨° ¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ² ª, ·²®¡» ¢»¯®«¨²¼ ³±«®¢¨¿ (hi;hs+1) = 0; (i = 1; ::; s), ².¥. ¯®« £ ¿ �i =�(ar;hi)=(hi;hi); (i = 1; ::; s). �±«¨ ®ª § «®±¼, ·²® hs+1 = 0, ¨ r < k, ²® ³¢¥«¨·¨¢ ¥¬ r   1 ¨ ¢®¢¼¯»² ¥¬±¿  ©²¨ ¥³«¥¢®© hs+1. �±«¨ hs+1 6= 0, ¯°¨±²³¯ ¥¬ ª  µ®¦¤¥¨¾ hs+2 ¨ ².¤.. �»·¨±«¥¨¿§ ª ·¨¢ ¾²±¿ ²®£¤ , ª®£¤  r > k.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢  ®¤¨ ª®¢®© ° §¬¥°®±²¨ ¨ § ¤ »¥  ¤ ®¤¨¬ ¯®«¥¬ ¨§®-¬®°´».(�ª «¿°»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨± µ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ®¤¨ ª®¢»¬ ´®°¬³« ¬.)�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ²°¨¶¥© �° ¬  ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢ a = fa1; :::; akg  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶ �(a) = �(a1; :::; ak) = ((ai; aj)) k�£® ¯®°¿¤ª .�±«¨ xa; ya - ±²®«¡¶» ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°®¢ x; y ¢ ¡ §¨±¥ a, ²® (x; y) = xTA�(a)yA.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. 1) det �(a1; :::ak) � 0 ,2) det �(a1; :::ak) = 0 $ rg(a1; :::ak) < k .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ A - ¬ ²°¨¶ , ±²®«¡¶ ¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ a1; :::; ak ¢ª ª®¬-¨¡³¤¼ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥. �®£¤  �(a1; :::; ak) = ATA ¨ ¯® ´®°¬³«¥ �¨¥-�®¸¨ ¯®«³· ¥¬det �(a1; :::ak) = Xi1:::ik det2A i1:::ik1:::k! � 0 , ¯°¨·¥¬ ° ¢¥±²¢® ¢®§¬®¦® «¨¸¼ ²®£¤ , ª®£¤  ¢±¥ ¬¨®°»k-£® ¯®°¿¤ª  ° ¢» ³«¾, ²® ¥±²¼ rg A < k.C«¥¤±²¢¨¥ 4.1. (�¥° ¢¥±²¢® �®¸¨-�³¿ª®¢±ª®£®.) (x; y)2 � (x; x)(y; y):C«¥¤±²¢¨¥ 4.2. (�¥° ¢¥±²¢® ²°¥³£®«¼¨ª ) jx + yj � jxj+ jyj.�°²®£® «¨§ ¶¨¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬ ²°¨¶» �° ¬ � �   ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ A = fa1; :::; asg. �«¥¬¥-² °»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¬ ²°¨¶³ �° ¬  ±¨±²¥¬» ª ¤¨ £® «¼®© ¬ ²°¨¶¥ D ¨®¤®¢°¥¬¥®  ©¤¥¬ ¬ ²°¨¶³ T ² ª³¾, ·²® D = TT �(A)T. �°²®£® «¼»© ¡ §¨± ±®±² ¢«¿¾² ¥³«¥¢»¥±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» (a1; :::; as)T.� ¤ · : �¯°¥¤¥«¨²¼ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ² ª, ·²®¡» «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» a1; :::; an 2 Pn±®±² ¢«¿«¨ ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±.�¥¸¥¨¥: �³±²¼ A = (a1:::an) . � ²°¨¶  X ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤®«¦  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ° -¢¥±²¢ ¬ aTi Xaj = �ij 8i; j, ª®²®°»¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥ ATXA = E. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,X = (AAT)�1.�°®¥ª¶¨¿ ¢¥ª²®°    ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.�±«¨ X;Y - ¬®¦¥±²¢  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ²® ¢»° ¦¥¨¥ X ? Y ¡³¤¥² ®§ · ²¼, ·²® (x; y) =0 8x 2 X; y 2 Y: �®¦¥±²¢  X;Y  §»¢ ¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨. �±«¨ X ±®±²®¨² ¨§ ¥¤¨±²¢¥®£® ¢¥ª²®° x , ²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ § ¯¨±¼ x ? Y.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 5. �³±²¼ W - ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° ±²¢  V; x 2 V. �³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢¥ª²®°  x ¢ ¢¨¤¥ x = xprW + xortW , £¤¥ xprW 2W; xortW ?W.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ fa1; ::; akg - ,¡ §¨±W. � ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©(x� �1a1 � ::::� �kak; ai) = 0; (i = 1; :::; k) ®²®±¨²¥«¼® �1; ::; �k. � ²°¨¶¥© ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¿¢«¿¥²±¿¬ ²°¨¶  �° ¬ , ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¥ ° ¢¥ ³«¾, ¯®½²®¬³ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ �01; ::; �0k.�±² «®±¼ § ¬¥²¨²¼, ·²® xprW = �01a1 + ::::+ �0kak, xortW = x� xprW.xprW  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥©,   xortW - ®°²®£® «¼®© ±®±² ¢«¿¾¹¥©.�°²®£® «¼®¥ ¤®¯®«¥¨¥. 4



�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°²®£® «¼»¬ ¤®¯®«¥¨¥¬ ª ¬®¦¥±²¢³ X � V  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®X? = fy 2 Vj(x; y) = 0;8x 2 Xg:�¢®©±²¢® 1. X? - «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.�¢®©±²¢® 2.V? = f0g; f0g? = V:�¢®©±²¢® 3. �±«¨ L ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ²® L� L? = V; dimV = dimL+ dimL?.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬. ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 5.C«¥¤±²¢¨¥ 5.1. � §¬¥°®±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  L = fxjAx = 0g ° ¢  n� rg A.�¢®©±²¢® 4. �±«¨ L «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ²® (L?)? = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. x 2 (L?)? � x ? L?. �°¥¤±² ¢¨¬ x ¢ ¢¨¤¥ x = x1 + x2; x1 2 L; x2 2 L?.�¬®¦ ¿ ½²® ° ¢¥±²¢®   x2, ¯®«³·¨¬ (x2; x2) = 0! x2 = �! x 2 L, ²® ¥±²¼ (L?)? � L.�§ ° ¢¥±²¢ dimV = dimL+dimL? ¨ dimV = dimL?+dim(L?)? ±«¥¤³¥², ·²® dimL = dim(L?)?,¯®½²®¬³ (L?)? = L ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.�¢®©±²¢® 5. (L1 + L2)? = L?1 \ L?2 ; (L1 [ L2)? = L?1 \ L?2 .�¢®©±²¢® 6. (L1 \ L2)? = L?1 + L?2 .�¢®©±²¢® 7. L1 � L2 � L?2 � L?1�®°¬ «¼»¥ °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©.� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© Ax = b. �¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¥¥ °¥¸¥¨© M. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¢ · «¥,·²®M ¥ ¯³±²®.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 6. �M c³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥»© ¢¥ª²®°, ¨¬¥¾¹¨©  ¨¬¥¼¸³¾ ¤«¨³. �  §»¢ ¥²±¿®°¬ «¼»¬ °¥¸¥¨¥¬.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥, ²® ¤®ª §»¢ ²¼ ¥·¥£®.�³±²¼ L - ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ¯®°®¦¤¥®¥ ±²°®ª ¬¨ ¬ ²°¨¶» A. �³±²¼ x; y 2 M , ²®£¤  A(x� y) = 0 �x� y 2 L?, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¥ °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» ¨¬¥¥² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¯°®¥ª¶¨¾   L. �¡®§ ·¨¬ ¥¥ ¡³ª¢®©u. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢±¿ª®£® x 2 M ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢® x = u + h, £¤¥ h 2 L?. �¥¯¥°¼ ¯®«³· ¥¬1. 0 = Ax = A(u + h) = Au + Ah = Au! u 2 M;2:jxj = ju + hj � juj:�² ª, u - ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥.� ¬¥· ¨¥. �®¤·¥°ª¥¬, ·²® fug = M \ L, ²® ¥±²¼ u ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»¬ °¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬», ª®²®°®¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² L.�§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢»¢®¤¨²±¿ ¬¥²®¤  µ®¦¤¥¨¿ ®°¬ «¼®£® °¥¸¥¨¿: ¯³±²¼ p - «¾¡®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬»AATx = b , ²®£¤  ATp - ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7. �±«¨ u1 - ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬»Ax = b1;   u2 - ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬»Ax = b2; ²® u3 = �1u1 + �2u2 - ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬»Ax = �1b1 + �2b2 (1)�®ª § ²¥«¼±²¢®. B¥ª²®° u3 ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¨±²¥¬¥ (1) ¨ ¯°¨ ¤«¥¦¨² L, ¯®½²®¬³ ¿¢«¿¥²±¿ ®°¬ «¼-»¬ °¥¸¥¨¥¬.�³±²¼ ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» A(mxn) «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �¡®§ ·¨¬ ui ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» Ax =ei ¯°¨ i = 1; ::;m. � ²°¨¶  A+ = (u1:::um)  §»¢ ¥²±¿ ¯±¥¢¤®®¡° ²®© ¤«¿ A. �§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥-¨¿ ¢»²¥ª ¥², ·²® ®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» Ax = b ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥® ¯® ´®°¬³«¥ u = A+b.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  M - ¯³±²®.�¡®§ ·¨¬ L - «¨¥©³¾ ®¡®«®·ª³ ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» A. �°¥¤±² ¢¨¬ b ¢ ¢¨¤¥ b = b1 + b2, £¤¥ b1 2L;b2 2 L?: jAx�bj = jAx�b1�b2j = j(Ax�b1)�b2j = qjAx� b1j2 + jb2j2. � ¨¬¥¼¸¥¥ § ·¥¨¥jAx� bj ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ Ax = b1; (2)±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª ¦¤®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (2) ¿¢«¿¥²±¿ ¯±¥¢¤®°¥¸¥¨¥¬ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬». �§ ¶¥¯®·ª¨ ±®®²-®¸¥¨©Ax = b1 � b�Ax = b2 2 L? � AT(b�Ax) = 0 � ATAx = ATb ±«¥¤³¥², ·²® ¯±¥¢¤®°¥¸¥¨¿¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥¨¿¬¨(¢ ®¡»·®¬ ±¬»±«¥) ¯®±«¥¤¥£® ³° ¢¥¨¿ ¶¥¯®·ª¨. �¬¥® ¥£® ¨ ±«¥¤³¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼  ¯° ª²¨ª¥.�®°¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ¯®±«¥¤¥£® ³° ¢¥¨¿  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼»¬ ¯±¥¢¤®°¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬» Ax = b:�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ±±²®¿¨¥¬ ®² ¢¥ª²®°  x ¤® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  W  §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨ d(x;W) = infy2W jx� yj.�¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® d(x;W) = jxortWj. �¥©±²¢¨²¥«¼®, jx� yj = jxprW + xortW � yj � jxortWj.5



�²¢¥°¦¤¥¨¥ 8. d2(x;W) = det�(a1; ::ak; x)det�(a1; ::ak) .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ x = x1+x2, £¤¥ x1 2W = L(a1; ::; ak); x2 2W? ¨ x1 = �1a1+ ::+ �kak.� ¬ ²°¨¶¥ �(a1; ::ak; x) ¢»·²¥¬ ¨§ ¯®±«¥¤¥£® ±²®«¡¶  «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨�1; :::; �k ¯¥°¢»µ k ±²®«¡¶®¢.det�(a1; ::ak; x)=det0BBB@ �(a1; :::; ak)(a1; x):::(ak; x) (a1; x2)::(ak; x2)(x2; x)1CCCA=det0BBB@ �(a1; :::; ak)(a1; x):::(ak; x) 0::0jx2j2 1CCCA=jx2j2det�(a1; :::ak)� ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ «¨¥©»¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨. �³±²¼ M1 = x1 + L1;M2 = x2 + L2. �®£¤ d(M1;M2) = infju� vj = infjx1 + l1 � x2 � l2j = infl2L1+L2 j(x1 � x2)� lj = d(x1 � x2;L1 + L2).�¡º¥¬ ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢. vol(a1) def= ja1j; vol(a1; :::; ak) def= vol(a1; :::; ak�1)jortLk�1akj !! vol(a1; :::; ak) = ja1jjortL1a2j::::jortLk�1akj = qdet �(a1; :::; ak), £¤¥ Ls = L(a1; :::; as).�¥° ¢¥±²¢® �¤ ¬ ° . � ±±¬®²°¨¬ ª¢ ¤° ²³¾ ¬ ²°¨¶³ A, ±²®«¡¶» ª®²®°®© a1; :::; an. �±¯®«¼-§³¿ ¯°¥¤»¤³¹³¾ ´®°¬³«³ ¯®«³· ¥¬ (detA)2 = detATA = det �(a1; ::; an) � (ja1j � ::: � janj)2 !jdetAj � ja1j � ::: � janj.�¥° ¢¥±²¢® ¤®±²¨£ ¥²±¿   ¬ ²°¨¶ µ ±¯¥¶¨ «¼®£® ¢¨¤ ,  §»¢ ¥¬»µ ¬ ²°¨¶ ¬¨ �¤ ¬ ° . �¯°¥¤¥«¨¬¨¤³ª²¨¢®: H1 = (1);Hk =  Hk�1Hk�1 �Hk�1Hk�1 ! ¯°¨ k � 2. �·¨²»¢ ¿, ·²® ·¨±«® ±²°®ª ¢ ¬ ²°¨¶¥ Hk° ¢® 2k�1, ¤®ª ¦¥¬ ¯® ¨¤³ª¶¨¨ ´®°¬³«³ detHk = 2(k�1)2k�2 .(detHk+1)2 = det  02H2k �2H2k0 ! = 22k(detHk)4 = 22k � 2(k�1)2k = 2k2k; detHk+1 = 2k2k�1:IV. �¨¥©»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ V;W ¤¢  «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢   ¤ ®¤¨¬ ¯®«¥¬ P. �²®¡° ¦¥¨¥ V '! W §»¢ ¥²±¿ «¨¥©»¬, ¥±«¨ 8�; � 2 P; 8x; y 2 V ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® '(�x+�y) = �'x+�'y: �±«¨V = W, ¢¬¥±²® ²¥°¬¨  "®²®¡° ¦¥¨¥" ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ²¥°¬¨ "®¯¥° ²®°".�°¨¬¥°»1. �¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®£®·«¥®¢ ¨ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©.2. �³±²¼ V = V1 �V2. �¾¡®© ¢¥ª²®° x ¬®¦® ®¤®§ ·® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ x = x1 + x2; x1 2 V1;x2 2 V2. �²®¡° ¦¥¨¥ 'x = x1 ¯°®±²° ±²¢  V ¢ ±¥¡¿ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¨  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¥ª²¨°®¢ ¨¥¬  V1 ¯ ° ««¥«¼® V2. �±«¨ V2 = V?1 , ²® ¯°®¥ª²¨°®¢ ¨¥  §»¢ ¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬.3. 'x = [a; x] , £¤¥ a - ´¨ª±¨°®¢ »© ¢¥ª²®° ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¡° §®¬ «¨¥©®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ V '!W  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®im' = f'xjx 2 Vg: � §¬¥°®±²¼ ®¡° §   §»¢ ¥²±¿ ° £®¬. �¡®§ ·¥¨¥: rg'.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¤°®¬ «¨¥©®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ V '!W  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®ker' = fx 2 Vk'x = 0:g � §¬¥°®±²¼ ¿¤°   §»¢ ¥²±¿ ¤¥´¥ª²®¬. �¡®§ ·¥¨¥: def '.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �¤°® ¨ ®¡° § ®²®¡° ¦¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨.�®ª ¦¥¬ ·²® «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨   ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®° µ¯°®±²° ±²¢  V.�³±²¼ V '! W; e = fe1; :::; eng - ¡ §¨± V, f = ff1; :::; fmg - ¡ §¨± W. � ©¤¥¬ ° §«®¦¥¨¿ 'ej =(f1:::fm)(a1j:::amj)T; (j = 1; ::;n) .�¯°¥¤¥«¥¨¥. Aef = (aij)  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ®²®¡° ¦¥¨¿ ' ®²®±¨²¥«¼® ¡ §¨±®¢ e; f.�³±²¼ y = 'x; xe = (x1; ::; xn)T; yf = (y1; ::; ym)T - ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ x; y ¢ ¡ §¨± µ e; f ±®®²¢¥²-±²¢¥®. �®£¤  y = 'x = '(x1e1 + ::: + xnen) = ('e1::::'en)xe = (f1:::fm)Aefxe. � ¤°³£®© ±²®°®»y = (f1:::fm)yf . � §«®¦¥¨¥ ¯® ¡ §¨±³ ¥¤¨±²¢¥®, ¯®½²®¬³ yf = Aefxe.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2. �²®¡° ¦¥¨¿ ±®¢¯ ¤ ¾², ¥±«¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ¨µ § ·¥¨¿   ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®° µ.�§¬¥¥¨¥ ¬ ²°¨¶» ®²®¡° ¦¥¨¿ ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨±®¢. �»¡¥°¥¬ ¢ V;W ¡ §¨±» e0; f0 ±®®²-¢¥²±²¢¥®. �³±²¼ P - ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² e ª e0 Q - ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² f ª f0. �®£¤  xe = Pxe0; yf =Qyf 0; yf = Aefxe ! Qyf 0 = AefPxe0 ! yf 0 = Q�1AefPxe0 ! Ae0f 0 = Q�1AefP:�±«¨ ' - «¨¥©»© ®¯¥° ²®°, ²® ¬ ²°¨¶  ®¡®§ · ¥²±¿ Ae ¨ ¨§¬¥¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ Ae0 = P�1AeP:6



�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ²°¨¶» A;B  §»¢ ¾²±¿ ¯®¤®¡»¬¨, ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®© ¥¢»°®¦¤¥®© ¬ ²°¨¶» P¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® A = P�1BP.� «¥¥, ¯® ³¬®«· ¨¾, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¯°®±²° ±²¢® ®¡®§ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ V, ®¯¥° ²®° - ±¨¬¢®«®¬', ¬ ²°¨¶  ®¯¥° ²®°  ±¨¬¢®«®¬ A, dimV = n .�°¨¬¥°». 1. � ²°¨¶  ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ � n.2. � ²°¨¶  ¯°®¥ª²¨°®¢ ¨¿   ¯«®±ª®±²¼ nTx = 0 ¢ R3.a) ¢ ¥±²¥±²¢¥®¬ ¡ §¨±¥ (A = E� 1nTnnnT).b) ¢ ¡ §¨±¥ n; a;b, £¤¥ a;b ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¯«®±ª®±²¨.3. � ²°¨¶a ®¯¥° ²®° , ª®²®°®¥ ¯¥°¥¢®¤¨² § ¤ »¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» a1; a2; a3 ¢ ¢¥ª²®°»b1;b2;b3. �¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¤¯°®±²° ±²¢® L � V ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® V '! V, ¥±«¨ 'L � V:�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �³¬¬  ¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¿¢«¿¾²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬¨ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢ ¬¨.�³±²¼ L ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤°®±²° ±²¢®, H1 = fh1;h2; ::;hkg - ¡ §¨± L. H2 = fhk+1; ::;hng - ¤®¯®«¥¨¥H1 ¤® ¡ §¨±  ¯°®±²° ±²¢ . �®£¤  ¬ ²°¨¶  ®¯¥° ²®°  ¢ ¡ §¨±¥ H1 [ H2 ¨¬¥¥² ¡«®·»© ¢¨¤  AB OD ! ; £¤¥A - ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°®¢ (kxk), O - ³«¥¢ ¿ ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°®¢ ((n-k)xk).�±«¨ V ¥±²¼ ¯°¿¬ ¿ ±³¬¬  ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ L1;L2 , ²® ¢ ¡ §¨±¥ V, ¯®«³·¥®¬ ®¡º¥¤¨¥-¨¥¬ ¡ §¨±®¢ L1;L2 ¬ ²°¨¶  ®¯¥° ²®°  ¨¬¥¥² ¡«®·®-¤¨ £® «¼»© ¢¨¤  AOT OD ! :�®«¥¥ ®¡¹ ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª : �±«¨ V ¥±²¼ ¯°¿¬ ¿ ±³¬¬  ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ L1;L2; ::;Ls , ²®¢ ¡ §¨±¥ V, ¯®«³·¥®¬ ®¡º¥¤¨¥¨¥¬ ¡ §¨±®¢ L1;L2; ::;Ls ¬ ²°¨¶  ®¯¥° ²®°  ¨¬¥¥² ¡«®·®-¤¨ £® «¼»©¢¨¤ diag(A1;A2; ::;As), ¯®°¿¤®ª ª¢ ¤° ²®© ¬ ²°¨¶» Ai ° ¢¥ dimLi.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥³«¥¢®© ¢¥ª²®° a  §»¢ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¤«¿ ®¯¥° ²®°  ' , ¥±«¨ '(a) = �a ¤«¿¥ª®²®°®£® ·¨±«  �. �²® ·¨±«®  §»¢ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ·¨±«®¬, ®²¢¥· ¾¹¨¬ ±®¡±²¢¥®¬³ ¢¥ª²®°³ a.� ¬¥· ¨¥. �®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ®¯¥° ²®°  ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §¨±®¬ ®¤®¬¥°®£® ¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤¯°®±²° -±²¢ .�²¢¥°¦¤¥¨¥ 4. �®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°», ®²¢¥· ¾¹¨¥ ° §»¬ ±®¡±²¢¥»¬ ·¨±« ¬, «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬».(¨¤³ª¶¨¿)�³±²¼ ®¯¥° ²®° ¨¬¥¥² c¨±²¥¬³ n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢H = fh1; ::;hng,   �1; ::; �n- ±¯¨±®ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥«. �®£¤  ¢ ¡ §¨±¥ H ¬ ²°¨¶  ®¯¥° ²®°  ¨¬¥¥² ¤¨ £® «¼»© ¢¨¤diag(�1; ::; �n).� µ®¦¤¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢. �³±²¼ ®¯¥° ²®° § ¤  ±¢®¥© ¬ ²°¨¶¥© A. �«¿  µ®¦¤¥¨¿±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®°   ¤® °¥¸¨²¼ ¥«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© Ax = �x, ¢ ª®²®°®© ¥¨§¢¥±²» � ¨ x.�°¥®¡° §³¥¬ ±¨±²¥¬³ ª ¢¨¤³ (A �E)x = 0: (3)� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¯° ¢¨«  �° ¬¥° , ½²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥ «¨¸¼ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  det(A��E) = 0.�®«³·¥®¥ ³° ¢¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬,   ¬®£®·«¥ det(A � �E)  §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±-²¨·¥±ª¨¬ ¬®£®·«¥®¬. �¥¸ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥,  µ®¤¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  �1; ::; �n. �®¤-±² ¢«¿¿ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±«® �k ¢ ³° ¢¥¨¥ (3)  µ®¤¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° hk.
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